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Sammendrag
Den nordiske elektrisitetsbarsen Nord Pool har fire forretningsomréder bestdende av

et fysisk og et finansielt marked, clearingservice, samt en informasjon/statistikk-
enhet. | det fysiske markedet pa Nord Pool fastsettes det for hver time i det
kommende dagn en systempris. Dette er referanseprisen for det finansielle markedet
der det ikke er noen fysisk levering, men intensionen er enten spekulagon eller
riskostyring ved a handle derivater som opsjoner, future-, forward- og Cfd-
kontrakter. | tillegg til Nord Pool finnes det et bilateralt marked der derivathandel er

volumessig flere ganger starre enn pa bersen.

Prisene pa strem og dets derivater har en saaregen form, grunnet at strem har spesielle
karakteristika som f.eks at varen ikke kan lagres. Falgelig kan tradisonelle verdier
som vektlegger varearbitrage, “cost of carry”, eler “convenience yield” vage
feilaktige til & kartlegge verdien av stram. Spotprisene varierer i et gitt menster bade
sesong-, uke- og dagnmessig. Det er en sterk trend til ekstrempriser som fglge av bl. a
sprang i ettersparsel, og volatiliteten for spotpriser er fggende meget hay.

Spotprisene viser en trend til tilbakegang til et gitt likevektsniva, kalt “mean
reversion”. Forwardkurven angir en risikongytral forventning til spot og representerer
dermed dette tilbakegangsnivaet. Ohrnstein-Uhlenbeck- prosessen tar hensyn til mean
reversion i systemprisene, og ber derfor erstatte “Geometric Brownian Motion”
(GBM) som prosessmodell for spotprisen. “Black 76"- metoden som brukes pa Nord
Pool for & prise opsioner tar utgangspunkt i GBM, men i denne oppgaven er
opsjonspriser regnet ut ved a bruke en numerisk metode basert pa mean reversion.

Opgsjonsprisingsmodellen som er bygget har tatt utgangspunkt i en enfaktormodell fra
Clewlow og Strickland (1999) som diskretiserer en gitt kontinuerlig forwardkurve i
form av et trinomisk tre. | treet er det estimert fremtidige spotpriser ut fra en gitt
anaysedato, og disse er sa justert med en endringsparameter slik at treet har blitt
konsistent med forwardkurven. Med utgangspunkt i treet er det brukt to metoder for a
regne ut forwardpriser for en leveringsperiode. | den ene metoden er det brukt
betinget sannsynlighet, og i den andre ulik skrittlengde for & estimere disse
forwardprisene. Videre er opsonspriser kalkulert for disse forwardkontraktene.
Sammenlikning med markedsverdier viser at modellen gir resultater i noenlunde

samsvar med markedet pa anal ysedatoen.
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1 Innledning

Strukturen i kraftmarkedet har endret seg de siste ti arene fra a vaae et sterkt regulert
markedet styrt av staten, til & vage et deregulert marked med stadig flere private
aktarer hvor det dilles starre krav til lgnnsomhet. Konkurransesituasionen har
tilspisset seg siden prisene ikke lenger er statlig kontrollerte, men derimot styrt av et
dpent marked. Dette har fert til et okt behov for & kunne estimere fremtidige
strampriser, og det har vaat en gkning i utvikling og bruk av energibaserte finansielle

derivater.

Denne progektoppgaven har som hovedhensikt & laae og prise kraftderivater. Dette
vil bli gjort ved & bygge en opsonsprisingsmodell for prising av opsjoner med

forwardkontrakter som underliggende.

Oppgavens oppbygning er vist i figur 1.1. Rapporten vil innledningsvis gi en
innfaring i kraftmarkedet pa Nord Pool og det bilaterale markedet forevrig med tanke
pa organisering og handel av finansielle derivater. Karakteristika til elektrisitet vil bli
evaluert med tanke pa hvordan stregmpriser kan bli estimert. Videre teori om prising
av derivater bli forklart som et grunnlag for den opsjonsprisingsmodellen som vil bli
utarbeidet. Opsjonsprisingsmodellen vil baseres pa en numerisk metode i form av et
trinomisk tre for & estimere forventningsverdien til fremtidige spotpriser.

Sammenlikning med markedsverdier vil gi et svar pa hvor representativ modellen er.

Kraftmarkedet i Norden

e Nord Pool
e Det bilaterale markedet
Teoridel

Egenskaper til strem og strempriser
Estimasion av strampriser
Markedsrisiko

Prisprosesser og prising av derivater

v

Opg onsprisingsmodell

Bygging av et trinomisk tre av fremtidige spotpriser
Estimering av forwardpriser

Estimering av opsjonspriser

Sammenlikning med markedets verdier

Figur 1.1: Oppgavens oppbygning
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2 Kraftmarkedet

Kraftmarkedet i Norden er organisert via kraftbersen Nord Pool og det bilaterale
markedet, kalt OTC- ("Over The Counter”) markedet. | dette kapittelet blir
kraftmarkedet forklart i forhold til dets aktiviteter og hvordan det er bygget opp, i
hovedsak i henhold til handelen pa Nord Pool.

2.1 Nord Pool

2.1.1 Nord Pools oppgaver

"Nord Pools malsetting er & serge for at aktgrene i kraftmarkedet har en ngytral og
uavhengig elbars, hvor handelen kan forgd pa en effektiv og betryggende méte til
lavest mulige kostnader.” (Nord Pool, 2001)

Nord Pool er en internasional og ngytral elektrisitetsbars. Den er den ferstei sitt dag i
verden og det handles der pa to forskjellige markeder; det fysiske og det finansielle. |
tillegg til de to nevnte markedene har Nord Pool ytterligere to forretningsomrader;
Nordic Electricity Clearing (NEC) og Informason/ Statistikk — EMIS. Sistnevnte
forretningsomrade skal ikke behandlesi denne rapporten.

2.1.2 Historisk utvikling

Den statlige enheten Samkjaringen koordinerte produksonen av kraft i Norge fra
1971 til 1993 (Koekebakker og Ollmar, 2001). | januar 1991 trédte Energiloven i
kraft, og den introduserte fri konkurranse med handel av kraft. Pa grunn av behovet
for en ngytral part i slik handel, ble Statnett Marked etablert 1. januar 1993 etter en
sammenslding av Samkjeringen og Statnett SF (K oekebakker og Ollmar, 2001).

Development of the Exchange area

1996
Norway, Sweden

g
£ 2
Nord Pool >,
e
J o

15 June 1998
Norway, Sweden
Finland

/-
/ -
Nord Pool %
&
- 0

Gah

Figur 2.1: Historisk utvikling (Nord Pool, 2001B)
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Markedet i Sverige dpnet for fri konkurranse pa salg av kraft i 1996, og pa dette
tidspunktet fikk Statnett Marked AS sitt ndveaende navn Nord Pool. Videre
deregulerte Finland sin handel med elektrisk kraft i 1998. Danmark kom med i to
omganger, Jylland/Fyn i 1999 og deretter resten av landet i 2000, vist i figur 2.1. |
tillegg til disse partene finnes det ogsa enkelte akterer fra Nederland, England,
Tyskland, Frankrike og USA (Nord Pool, 2001B).

Nord Pool eies av det norske systemoperateren Statnett SF (50%) og den tilsvarende
Svenska Kraftnat (50%) i Sverige (Nord Pool, 2001D). Bersen hadde i ar 2000 en
omsetning pa 177 milliarder kroner (Nord Pool, 2001B). Den totale omsetningen pa
barsen har gkt jevnt siden den dpnet i 1993 fra 12,8 TWh kun i det fysiske markedet,
til 730.7 TWh ut uke 38 i & 2000 for bade det fysiske og finansielle markedet, jfr
figur 2.2.

700
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400
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50

Financial Market
652,3 TWh through
week 38, 2001

Elspot 78,4 TWh
through week 38,
2001

1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001

NORDMPOOI
THE NORINC POWER EXCHANGE

Figur 2.2: Utviklingen pa det fysiske og finansielle markedet pA Nord Pool 1993-2001
(Nord Pool, 2001B).

2.1.3 Clearing

Nord Pool tilbyr clearing giennom Nordic Electicity Clearing House (NEC). NEC
garanterer korrekt og punktlig clearing av ale handler pa Nord Pool (bade i det
finansielle og i det fysiske markedet) og foregvrig bilaterale kontrakter som anmeldes
til clearing. NEC tar pa seg motpartsrisiko og reduserer dermed den finansielle
risikoen for akterer som handler der. Som juridisk motpart garanterer NEC alltid for
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korrekt oppgjer og levering. For & kunne garantere dette krever Nord Pool sikkerhet i
form av garantistillelse fra godkjent finansinstitutt og plassering av kontanter pa
pantsatt bankkonto (Nord Pool, 2001A). Organiseringen av NEC er vist i figur 2.3.

Clearing av finansielle kontrakter

[ Aktarer ]

— Ty
Nord Pools

[ B nsiclleMance ] ‘ Bilateralt Finansielt Marked
egistrering
PowerCLICK \ /ﬁ(; Nord Pool)
(Elektronisk handelssystem)
Nord Pool Clearing
5
Netting av
posisjoner

i

Figur 2.3: Organisering av NEC (Nord Pool, 2001A)

2.1.4 Valuta

Pa Nord Pool kan aktarer selv velge hvilken valuta de gnsker a fa oppgjer og handle
med. Val utaservice godtar norske kroner, svenske kroner, danske kroner, finske mark
eller euro. Valutakurser innhentes fra internasjonal e banker for & oppna en mest mulig
rettferdig kurs (Nord Pool, 2001B).

2.2 Det fysiske markedet pa Nord Pool

2.2.1 Anmelding av kjgp og salg

Aktarer som handler pa det fysiske markedet ma ha en forhandsinngétt avtale med
Nord Pool, og eksempler her kan vage store aktgrer som Hydro, Statkraft SF, et
kraftmeglerfirma, eller f.eks et lite kraftselskap. Siden spotmarkedet er sterkt volatilt,
brukes dette markedet farst og fremst for & dekke toppen av forbruket og/ eller salget.

Den daglige rutinen pa det fysiske markedet vises i tabell 2.1. Anmelderne sender far
klokken 12.00 inn hvilke kvantum de ensker & kjgpe eller selge til ulike markedspriser
for den kommende dagen. Ut av disse totale kjgp- og salgbudene dannes et
markedskryss mellom tilbud og etterspersel, som markerer den neste degns

kommende systempris for hver time.
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Tabell 2.1: Anmelding av kjgp/ salg (Wangensteen, 2000)

Tidspunkt Beskrivelse

-12.00 Anmelding kjgp/salg skal mottas fra aktarene.

12.00-13.30 Spotprisen beregnes for hver time kommende dagn. Akterene far
tilbakemel ding pa egen handel.

13.30-14.00 Reklamasjon for akterene.

14.00- Informasjon, blant annet om spotpris, sendes til aktarer og andre
kunder.

2.2.2 Prisdannelse

For & beregne prisene for hver time ma det lages kurver som sier noe om hvordan total
ettersparsel og totalt tilbud er. Ettersparselskurven finnes ved & summere alt innmeldt
ansket kjap til ulike priser, og en dlik kurve dannes da for hver eneste time i det
kommende degn.

How purchase and sale graphs are put together

Price  [o

Participant A, MW l 20

Participant B, MW [ 50

TOTAL, Purchase [129

[

[

[
Participant C, MW [40] 20 | o

I

[

TOTAL, Sale [o 0 | -40 120 I I I I I I 129
Price
300 4 |\Purchase Sale
200
Balance price: J |_
125kr/MWh 100 J
] ~ MW
B e
40 80 120
Trade:60 MW
Iy
| |

Figur 2.4: Markedskryss (Nord Pool, 2001B)

Kjegpskvantumet behandles som knekkpunkter og ved hjelp av linesa interpolasion
mellom disse dannes en lineaa og sammenhengende kurve. Det samme ma gjares for
tilbudet og en kurve for det innmeldte salget fremkommer. Skjaaingspunktet mellom
disse to kurvene fastsetter prisen, angitt i figur 2.4 som et markedskryss. Denne prisen
er angitt per MWh og med to desimaler for norske kroner (NOK).

2.2.3 Omrader

Alle aktarer pa barsen er knyttet til et bestemt omrade i Norden avhengig av
geografisk beliggenhet, og f.eks deles Norge normalt opp i tre omrader. Anmelderne

5
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ma melde sitt kjgp og salg til et bestemt omrade, avhengig hvor de har
tilknytningspunkt i nettet. | hvert omrade dannes en unik spotpris, pa bakgrunn av
prosedyren nevnt i kapittel 2.2.2. For Norden som helhet vil det som nevnt beregnes

en spotpris, en systempris, som er en referansepris for hele omrédet.

Figur 2.5: Omréder for priser pa Nord Pool (Nord Pool, 2001B)

Arsaken til ulike prissr i de forskjellige omréder i Norden skyldes
overfaringsbegrensninger. Det kan ikke overfares like store mengder kraft som gnsket
ved et fritt marked, grunnet begrensninger i kapasiteten i nettet. Pa grunn av
overskudd av elektrisk kraft i et omrade og underskudd i et annet vil det oppsta
flaskehalser, og prisen bli ulik. Spotprisen i overskuddsomradet vil bli lavere enn i
underskuddsomradet, mens systemprisen vil ligge et sted mellom disse to
(Wangensteen, 2000).

2.3 Det finansielle markedet

2.3.1 Historikk

| 1993 etablerte Nord Pool (den gang Statnett Marked AS) et marked for & handle
forwardkontrakter. Dette markedet var basert pa et auksjonssystem med fysisk
levering av kontrakter. | perioden 1993-1994 ble det ukentlige auksonsystemet
erstattet med et kontinuerlig handelsystem (Nord Pool, 1998). Dette handel systemet er
| dag representert ved et elektronisk datasystem PowerCLICK, og handel over telefon.

Pa midten av 90-tallet ble markedskontraktene basert pa fysisk levering ogsa byttet ut
med kraftkontrakter med finansielle oppgjer. Samtidig ble markedet endret fra a veae
et forwardmarked til ogsa et futuremarked med daglige handelsoppgjer. | 1997
introduserte Nord Pool standardiserte forwardkontrakter, og i 1999 ble opsoner
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innfert. Contracts for Difference (CfD) ble introdusert som ny kontrakt i ar 2000
(Nord Poal, 1998).

2.3.2 Derivater handlet i det finansielle markedet

De forskjellige type derivater som i dag blir handlet pa Nord Pools finansielle marked,
er base load futures, base load forwards, opgoner og CfD. Referanseprisen for det
finansielle markedet er systemprisen for det totale nordiske kraftmarkedet, fastsatt i
spotmarkedet.

Det er ingen fysisk levering i det finansielle markedet. Finansielle kontrakter blir
derfor inngatt uten tanke pa tekniske begrensninger som flaskehalser, nettilgang eller
andre tekniske forhold. Oppgjeret blir utfert av Nord Pools clearing service mot de
individuelle markedsdeltakerne.

Alle derivater handlet pa Nord Pool tjener i hovedsak to formal. Kontraktene brukes
til risikostyring og prissikring for handlere. | tillegg finnes det spekulanter som tjener
paat kraftmarkedet er sterkt volatilt, og disse bidrar ogsatil hay likviditet og aktivitet
I krafthandel en.

2321 Futures

De futurekontraktene som blir handlet pa Nord Pool er enten dagkontrakter,
ukeskontrakter, blokkontrakter opptil 4 uker, eller sesongkontrakter. Disse
blokkontraktene blir splittet opp i uker og ukeskontraktene til dagkontrakter nar tiden
for oppgjer neamer seg.

Gevinster og tap gjegres opp daglig pa en clearingkonto, og ved sluttoppgjeret blir
gevinst/tap avregnet mellom spotpris og siste pris pa futurekontrakten fer
leveringsdatoen, se figur 2.6. Ved sluttoppgjeret kan futurekontrakten enten innlgses
finansielt, eller den kan bli brukt som forsikring (hedging) mot det fysiske markedet
(Nord Pool, 2001C). Maksimal tidshorisont til levering pa futurekontrakter er 8-12
maneder.

2322 Forwards

Forwardkontraktene som handles pa Nord Pool er standardiserte kontrakter inndelt i
sesonger €eller ar, se tabell 2.2. Maksimal tidshorisont til levering for handel er fire ar

paforwards.
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Tabell 2.2: Type forwardkontrakter handlet pa Nord Pool (Nord Pool, 2001C).

Sesong Tid

Vinter 1 1. Januar- 30. April
Sommer 1. Mai- 30. September
Vinter 2 1. Oktober- 31. Desember
Ar 1. Januar- 31. Desember

De arlige kontraktene blir delt inn i sesongkontrakter. | handelsperioden far
leveringsdato er det ikke noe reelt daglig oppgjer, men disse blir i stedet akkumulert
til sluttoppgjaret. Forwardkontrakter krever derfor ikke at partene har clearingkontoer
far leveringsdato, da reelt oppgjer begynner og fortsetter utover |leveringsperioden.
Hovedforskjellen mellom forwards og futures bestar derfor i oppgjersmessige

ulikheter i kontraktenes handel speriode, vist i figur 2.6.

Terminhandel i praksis

Handel ! L evering/Avreging

i

1
Oppgjer i handels perioden: 1 Oppgjer i leverings perioden:

Forwards: Akkumulert forwardoppgjer : Akk. forwardoppgjer og
1 prissikrings oppgjar
1
Futures: F utureoppgjar 1 Kun prissikrings oppgjar l‘ll‘.

IHE NORLIC POWER EXEHANGE

Figur 2.6: Terminhandel i praksis (Nord Pool, 2001B)

2.3.2.3 Contractsfor Difference (CfD)

CfD-kontrakter ble innfart for at muliggjgre en perfekt sikring (hedge) i det
finansielle markedet. Grunnet tekniske begrensninger i overfaringsnettet er virkelig
fysisk leveringspris bestemt ved geografisk beliggenhet/omréde, og ikke systemprisen
fastsatt i spotmarkedet. Det er derfor sjelden mulig & gjere en perfekt sikring (hedge)
ved kun & bruke forward- eller futurekontrakter, da minimal risiko altid vil vaae

differensen mellom omradepris og systempris.
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CfD er en type forwardkontrakt, og markedsprisen til en CfD-kontrakt reflekterer
markedets antakelse om prisforskjellen mellom systempris og omradepris. CfD-
kontraktene har positive priser nar en spesifikk omradepris antas & bli hayere enn
spotprisen fastsatt pa Nord Pool, og vice versa. For a gjare en perfekt sikring kan man
kjgpe ansket volum via forward, og deretter sikre prisforskjeller for samme periode
og volum ved i tillegg a bruke en CfD-kontrakt (Nord Pool, 2001C).

2324 Ops oner

Pa Nord Pool handles kun standardiserte europeiske opsjoner med forwardkontrakter
som underliggende medium. Disse opsionene er standardiserte med hensyn til
identitet, mengde, lgpetid og innlgsningspris. Oppgjersdato blir satt til hver tredje
torsdag i maneden far levering starter, og kontraktsterrelsen pa den underliggende
terminkontrakten er 1 MW. Profitten pa disse opsjonene blir fastgjort dagen etter
opsonen blir innlgst, og denne avhenger av prisen pa de underliggende

forwardkontraktene, " strike” prisen og premien som er betalt.

Elopsioner er et viktig instrument for risikostyring og budsettering. Opsoner kan
brukes til & sikre en kraftportefglje mot kursfall, eller for & gke avkastningen til en
portefalje (Nord Pool, 1999A). Opsonstrategier kan vaae nyttig hvis markedet er
heyt volatilt. Et eksempel her kan vaare en "straddle” som bestar av & kombinere en

put og en call opgon. Se kapittel 4 for mer teori om opsjoner.

2.4 OTC-markedet

OTC-markedet kalles ogsa det bilaterale markedet og her omsettes bilaterale
kontrakter som er inngatt direkte mellom to avtaleparter. Det betyr at i tillegg til Nord
Pool som bars, finnes det et omfattende OTC-marked der det omsettes bade fysiske
og finansielle kraftkontrakter. Dette markedet er volumessig flere ganger sterre enn

barsen.

Markedsaktgrene i det bilaterale markedet kan vaae bade produsenter, distributerer,
forhandlere og starre dluttforbrukere. Dette markedet er meglerbasert og det betyr at
de fleste kontraktene gar via og sluttes ved hjelp av en megler. Et eksempel pa et dikt
firmaer CBF Energimegling.
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| OTC- markedet omsettes bade kontrakter og opsjoner. Opsjonskontraktene som
omsettes kan vage bade europeiske, amerikanske og asiatiske. Forskjellen fra den
standardiserte europeiske opsjonen pa Nord Pool og disse to sistnevnte, er pa hvilket

tidspunkt det ma bestemmes om opsjonen skal benyttes eller ikke.
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3 Empiriske egenskaper til stramprisene

| dette kapittelet vil de egenskaper til stram undersgkes som gjer at strempriser far en
annen karakteristikk enn generelle priser i akgemarkedet. Eksisterende modeller av
finansielle derivater som gjelder prisprosesser eller generering av fremtidige priser i
aksjemarkedet, vil veare misvisende ved direkte bruk pa stremprisene grunnet deres
karakteristikk (Knittel og Roberts, 2001). De spesielle egenskapene til elektrisitet kan
falgelig fare til en utfordring for risikostyring og valg av modell rundt handel med
elektrisk kraft (Deng, Johnson og Sogomonian, 2001).

3.1 Strgm kan ikke lagres

Elektrisitet kan ikke lagres og det ma derfor brukes idet det produseres. Det er ikke
mulig for en akter & kjgpe opp denne varen, lagre den for sd a selge den pa et senere
tidspunkt for en pris hgyere enn det den var kjgpt for. Tradigonelle modeller som
vektlegger dlik varearbitrasie og "cost of carry” er derfor feilaktig til & kartlegge
verdien av strgm.

Siden strem ikke kan lagres, vil det i utgangspunktet ikke vaae noen eierfordel
("convenience yield”) knyttet til dette produktet. Eierfordel kan likevel diskuteres i
denne sammenheng med tanke pa drivstoffet til anleggene som produserer strgmmen.
Nar det gjelder produksjon av vannkraft kan det f.eks vaare mer gnnsomt a vente med
a tappe magasinene i stedet for a bruke det i dag, da stremprisen mulig kan gke.
Vannverdiberegninger med tanke patilsig, kapasitet i magasinene og magasininnhold

2 n

kan derfor veare interessant & underseke med tanke pa” verdien av lagring”.

3.2 Variasjon i systemprisene

Elektrisitet levert pa forskjellig tidspunkt kan ansees som forskjellige produkt,
grunnet at strem ikke kan lagres (Lucia og Schwartz, 2001). Prisen er avhengig av
ettersparsel og tilbud pa ulike tidspunkt, styrt av betingelsesfaktorer som f.eks
aktivitetsniva og veaforhold i Norge. Dette gir variagon i prisene. Figur 3.1 viser

slike svingninger i spotprisen pa arshasis.
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Et saatrekk ved variagonen i prisene er at de endres systematisk bade nar det gjelder
sesong, uke og dagn. Dette gir en viss forutsigbarhet hva angar prisen pa ulike
tidspunkt. Ved prising av derivater som er basert pa forventningsverdier pa spot pa et
fremtidig tidspunkt, ber denne forutsigbarheten tas i betraktning (Lucia og Schwartz,
2001).

Annual averages

H 93:80,27 94:182,67
Elspot‘ System price 1993 - Aug 2001 o5 11767 96 25568
in NOK/MWh per month 97:135,00 9811635
(1 EURO approx. equal to 8 NOK) 99: 112,11 00:103,33
350 Jan-Aug 01: 194,90

- Y Ny

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
83382883333338858888888888855565658838888833838888388888¢88
TS oL ETSOLLE TS

S 3 EET3 03553035883 035 8830358830358 83

Figur 3.1: Variagon i systempris (Nord Pool, 2001B)

Prisenei det nordiske systemet varierer med en viss kontinuitet, vist av figur 3.1. Med
dette menes at prisene over aret endres med en viss takt og parallelt med tidligere &r.
Det er for eksempel innad i hvert ar lavere priser i mai og juni enn pavinterstid. Dette
skyldes at det meste av tilsiget kommer om véaren og tildels om sommeren. Siden det
ikke er nok magasinkapasitet til alagre at vannet om sommeren, ma mange produsere
hegyt pa denne tiden av aret. Dette presser prisene nedover pa denne tiden av aret, da
ogsa ettersparselen vanligvis er lav.

Pa vinterstid blir ikke vann frigjort pa grunn av at nedber kommer og blir liggende i
form av sng. Den gnskede produksionen vil falgelig synke. Det er ogsa et sterre
oppvarmingsbehov og behov for mer stram til belysning om vinteren grunnet at
dagene er kortere. Pa grunn av dette vil prisen bli hayere p& denne tiden av aret med
okt etterspearsel og lavere tilbud. | perioden 1993-1997 var gjennomsnittet av
systemprisen, maksimumspris og minimumspris hgyere om vinteren enn om

sommeren.

12



Prising av Kraftderivater SIS 1101

Det finnes ogsa en viss forutsigbarhet for prisene innad i hver uke og hvert degn. Det
er et hoyere forbruk av strem i helgene i forhold til ukedagene. Variasonen i
hverdagen skyldes variasjon i forbruket. Figur 3.2 viser at om morgenen rundt 7-9 er
prisene haye, grunnet et starre behov for bl. a oppvarming enn om midt pa natten.
Utover dagen gar prisen noe ned og mot ettermiddagen, da arbeidstid er over, gker
prisene igien pa grunn av ekt forbruk ved middagslaging og andre aktiviteter i

hjemmet.

NOK
140,00

Spot price

130,00 4 /

120,00

110,00

100,00

1

Figur 3.2: Dagnvariagon i prisene (Nord Pool, 2001B)

3.3 Ekstrempriser

Ekstrempriser skjer relativt hyppig i det finansielle markedet. For en Gaussisk
normalfordeling er kurtoisiskoeffisienten lik 3. Siden kurtosis koeffisienten var 3.5
mellom 1993 og 1999 for systemprisen (Lucia og Schwartz, 2001), betyr det at
sannsynligheten for ekstrempriser er starre enn for en normafordeling med samme
varians. Dette farer til at Gaussiske modeller har liten sannsynlighet for korrekt &
representere prosessen til prisene, da det er liten sannsynlighet for at disse kan

generere dlike store prisendringer.

Ifelge Lucia og Schwartz (2001) er "skewness’ (skjevhet i fordelingen) positiv,
hvilket betyr at det er sterre sannsynlighet for hgye ekstremverdier for prisen enn
lave. Knittel og Roberts (2001) uttrykker i tillegg en invers "leverage effect”, dvs at
ved uforventet gkning i ettersparselen gker volatiliteten mer enn ved uforventet fall i
ettersparselen.
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Spotprisene kan ha relativt store sprang. Tilbudskurven genererer sprang i priser som
resultat av sprang i ettersparselen som falge av f.eks temperaturendringer (Lucia og
Schwartz, 2001). Prisene faller raskt tilbake til normalt niva, og dette gir sdkalte
"gpikes’. Slike spikes er hyppigere i termisk baserte system som f.eks i Wales i
England enn i vannkraftbaserte system grunnet et effektdimengonert system
(Herguera, 2001). Ifalge Knittel og Roberts (2001) er sannsynligheten for slike hopp
stgrre ndr nettet naamer seg full belastning, dvs i perioder med hgy etterspersel.
Knittel og Roberts (2001) uttrykker ogsa at sprang ikke kun er tilfeldig, grunnet at
hoy ettersparsel ofte kan forutsees.

3.4 Volatilitet

Hoy volatilitet er en annen egenskap som kjennetegner spotprisene. Ifglge Fleten,
Tomasgard og Wallace (2001) er kraftprisene meget volatile som felge av at den ma
brukes idet den produseres og fordi ettersperselen ikke er saalig priselastisk pa kort
sikt. Lucia og Schwartz (2001) hevder at annualisert volatilitet for spot kan vazre
189%. Volatilitet har tradigonelt sett blitt definert som standardavviket til
avkastningen pa prisene. En modell for volatiliteten i kraftmarkedet er gitt i kapittel
4.1.

En prosess med konstant volatilitet kalles homoskedastisk, mens en prosess der
volatiliteten endres med tiden kalles heteroskedastisk. Prisvolatiliteten er ikke
konstant over tid, den er stokastisk og sesongbasert (Knittel og Roberts, 2001). Det

betyr at det ogsa er et snev av forutsigbarhet i volatiliteten til stremprisene.

Ifelge hypotesen til Samuelson g@ker volatiliteten til forwardpriser nér
forwardkontrakten naamer seg innlasning (Clewlow og Strickland, 2000A). Dette
skyldes a mer informason blir tilgiengelig nar leveringsperioden til
forwardkontrakten nsarmer seg, og dette resulterer i mer handel som videre medfarer
starre flyktighet (Clewlow og Strickland, 2000A).

3.5 Mean reversion

Ifalge Knittel og Roberts (2001) viser strampriser en sterk trend til ”mean reversion” i
motsetning til prisen pa aksier. Mean reversion betyr at med en gitt driftrate er det en
sannsynlighet for at stremprisen vil ha tilbakegang til et gitt likevektsniva ved innfall
av ekstremverdier. Dersom det stokastiske leddet " dytter” variabelen som analyseres
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ut av likevekt, vil det deterministiske leddet gjere at variabelen gradvis kommer
tilbake til sitt forventede likevektsniva (Pilpovic, 1998).

Desto starre verdien pa hastigheten til mean reversion er, desto sterre er
sannsynligheten for at variabelen vil ga raskere tilbake til likevektsnivaet. Denne
prosessen er angitt i kapittel 5.1.2. Tilbakegangsnivaet er varierende over tid i et
systematisk manster. En gitt forwardkurve vil uttrykke en risikofri forventning til spot
pa et fremtidig tidspunkt, og vil derfor vaae et uttrykk for tilbakegangsnivaet ved en

mean reversion prosess.

3.6 Estimering av fremtidige strampriser

Teknisk eller fundamental analyse kan brukes for & estimere fremtidige strampriser.
Teknisk analyse gar ut pa a undersgke historiske priser og prognoser, og med
utgangspunkt i dette foresla fremtidige utfall av stremprisene. Fundamental analyse
derimot er baseres pa faktorer som vag, temperatur, magasininnhold, naturressurser,
virkningsgrad, politiske faktorer, og fremtidsutsikter med tanke pa aternative

energikilder.

3.6.1 Tekniske modeller

Ved atai bruk tekniske modeller som f.eks Samkjaringsmodellen, utviklet av Sintef
Energiforskning, kan det gjares markedsanalyse. Typisk for denne modellen er at den
tar i bruk produksons- og overfaringsmuligheter, brenselspriser, og tilsigsforhold for
a estimere forventningsverdien til fremtidige spotpriser. Ulempen med tekniske
modeller som Samkjegringsmodellen er at de ikke fanger opp markedets verdisetting
av fremtidig kraftlevering (Fleten et a, 2001).

3.6.2 Forwardkurven representerer risikongytral forventning
Markedsprisen pa risiko eller risikopremie er forskjellen mellom den forventede
prisen pa en vare ved et tidspunkt, t, i fremtiden og prisen pa en forwardkontrakt med
denne varen som underliggende pa tidspunkt, t. | kraftbrangen er risikopremie
forskjellen i forventet spotpris og den markedsbestemte prisen pa en kontrakt med
elektrisitet som underliggende medium.

Ved estimering av fremtidige spotpriser m& markedsprisen parisiko tas i betraktning

ved at markedsaktarenes forventning om framtidige systempriser blir lagt til grunn.
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Det betyr at generelle prosedyrer som genererer fremtidige spotpriser bar tilpasses
forwardkurven, da denne representerer en risikongytral forventning til spot i

fremtiden.

En gitt forwardkurve har en topp og en da for hvert &, i samsvar med
karakteristikken til systemprisen. Dette viser at forutsigbarhet er involvert ved
dannelse av denne kurven, dvs ved evaluering av verdien pa spot pa et fremtidig

tidspunkt.

3.6.3 Markedsrisiko
Wangesteen (2001) klassifiserer flere typer risiko i kraftmarkedet: politisk, juridisk,
teknisk risiko og markedsrisiko. Det er ferst og fremst markedsrisiko som vil bli

vektlagt i denne rapporten, da den influerer datagrunnlaget i modellen som vil bli
bygget.

Markedsrisiko er knyttet til prisendringer som falge av tilbud og ettersparsel. Tilbudet
e bla gitt av produkgonsanlegg, tilsig, overferingss og importmuligheter.
Ettersparselen er gitt av bl. aindustri, daglengde, elektriske installasjoner, temperatur
eller vaaforhold og eksportmuligheter.

Det e flere typer markedsrisiko: prisrisiko, mengderisiko, motpartsrisiko og
likviditetsrisiko. Mengderisikoen er knyttet til tilsig og temperaturavhengig forbruk.
Motpartsriskoen som skyldes usikkerhet hos leverander eller betaer, kan elimineres
ved & handle via NEC. Risiko for likviditet refererer til at det kan vaare vanskelig afa
solgt eller kjapt f.eks kontrakter i markedet.
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4 Prisprosesser og prising av derivater

Derivater er finansielle instrumenter som har verdi avhengig av verdien pa det
underliggende medium. Eksempler pa dike instrumenter er future- og
forwardkontrakter, opsioner og swaps, og disse kan bli handlet enten pa en organisert
bers eller i det bilaterale markedet (OTC-markedet). Handel med derivater gjer det
mulig a forta spekulasjon, risikostyring og arbitragie. | kraftmarkedet brukes dike

o

derivater for & risikostyre en portefalje ved & minke risikoen knyttet til f.eks
usikkerhet i tilsig og variagon i stremprisene.

4.1 Prosessen til spotprisene

4.1.1 Geometric Brownian Motion

%SZ/JA'[+U£\/E likning 4.1

Likning 4.1 er referert til som “Geometric Brownian Motion” (GBM), og dette gjengir
en stokastisk prosess der prisene falger en sakalt "random walk” (Schwartz og Smith,
2000). Denne likningen er den prisprosessmodellen som ligger til grunn for ”Black-
Scholes’- formelen for prising av opsjoner. Black-Scholes vil bli nsamere utdypet i
kapittel 4.4.

ASi likning 4.1 er gkningen i spotprisen Si et lite tidsintervall At. ¢ er et tilfeldig tall
fra en standardisert normalfordeling. i er forventet avkastning per tidsenhet, og o er
volatiliteten til spotprisen. Venstre side av likning 4.1 angir avkastning i perioden At.
Leddet pAt angir forventningsverdien til denne avkastningen, og leddet gev(4t) angir
den stokastiske komponenten til avkastningen i spotmarkedet. Leddet £/(At) kan
uttrykkes ved Az, og z falger en Wienerprosess, som har driftrate lik null og

variansrate lik 1.0. Endringene i Az er uavhengig av hverandre.

Likning 4.1 falger en normafordeling med gjennomsnitt pAt og standardavvik
ov(4t), dvs.

%S 0@ [ udt , ov(At)) likning 4.2
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4.1.2 Ohrnstein-Uhlenbeck

Ifelge Knittel og Roberts (2001) er den geometriske prosessen angitt i likning 4.1 lite
egnet pa strempriser. Dette skyldes at forutsigbarheten i prisene ikke er inkludert i
likningen. En modell Knittel og Roberts foreslar er Ohrnstein-Uhlenbeck prosessen.

Dette er en kontinuerlig tidsmodell og denne er gitt av likning 4.3:
dp(t) = k[ -p(t)] dt + odb(t) likning 4.3

p(t) er prisen pa strem, «, 4, o er ukjente parametre og b(t) er ” Standard Brownian
Motion” (Knittel og Roberts, 2001). Hensikten med denne modellen er at avvik av
prisen fra likevektsniva, [-p(t)], er korrigert med rate x og tilfeldighet representert
ved adb(t). Leddet [ 1-p(t)] representerer dermed mean reversion for prisprosessen.

Schwartz og Smith (2000) innfarer en korttids/langtids modell, dvs en tofaktormodell
som tillater mean reversion pa kort sikt og usikkerhet i likevektsnivaet som prisene
kommer tilbake til pa lang sikt. Disse uttrykker at en slik tofaktormodell gir et mer
representativt bilde pa spotprisprosessen enn likning 4.1 og 4.3 alene.

4.2 Terminer og prising av terminer pa kraft

En forward- eller futurekontrakt er en avtale om akjepe eller selge en varei fremtiden
til en gitt pris. Kontraktprisen vil vaae lik leveringsprisen nar kontrakten inngas, men

mest sannsynlig vil leveringsprisen avvike fra spotprisen pa leveringstidspunktet.

Generelt sett i akgemarkedet har forward- eller futureprisen, Fo i en risikofri verden

vaat gitt ved:

Fo= €’ likning 4.4

dersom man ser bortifra inntekt og utbytte, der & er spotprisen i dag, r er risikofri
rente og T er perioden frem til innlgsning. Siden elektrisitet ikke kan lagres vil det
ikke vaare mulig & gjere varearbitrasie, dvs ulikhet i likning 4.4.

Verdien f pa en inngatt forwardkontrakt i kraftmarkedet er gitt ved:

f = (S—K)e™ likning 4.5
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der K er leveringsprisen pa forwardkontrakten og Sy er spotpris pa tidspunkt T.

Forskjellen mellom en forward og en future kontrakter kan i hovedsak sees utifra
markedsoppgjeret, og dette er beskrevet neamere i kapitlet om Nord Pool. Siden
oppgjaret mellom disse to kontraktene er forskjellige, vil rentenivéet veae av

betydning. Dette gjenspeilesi selve prisen paforward og futurekontrakter.

Prisen pa en forward- eller en futurekontrakt vil ligge under forventet spotpris pa
innlgsningstidspunktet dersom risikostyrerne holder en “short position” og
spekulantene holder en ”long position” (Hull, 2000). Dersom det omvendte er tilfellet,
vil prisen pa future kontrakten ligge over forventet spotpris, referert til som
"contango”. | kraftmarkedet skjer dette dersom spekulantene er villige til & selge
kontrakter til f.eks kraftselskap som er interessert i a kjgpe disse. Grunnen til at
forward- og futureprisen avviker fra forventet spotpris, er at spekulantene krever
kompensasjon for den risikoen de tar, mens risikostyrerne gnsker aredusere sin risiko

og maderfor betale for dette.

4.3 Opsjoner og prising av opsjoner

En opsjon er en rettighet, men ikke plikt til & kjgpe eller selge en vare til en fastsatt
pris innen eller pa et bestemt tidspunkt i framtiden. Opsjoner kan gjelde for f.eks
terminer, aksjer, eller indekser. Opsjoner pa & selge (put opsjoner) eller opsjoner pa &

kjgpe (call opsjoner) kan enten selges eller kjgpes (short/ long).

Gevinst
Kijept call Kiopt put
Solgt call Solgt put

Figur 4.1: Grunnposisioner (Nord Pool, 2001B)
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Verdien pa en europeisk cal opson, ¢, og en europeisk put opson, p, pa
innlgsningstidspunktet er gitt ved:

c = maks (S —Xe'", 0) likning 4.6
P = maks (Xe"'- &, 0) likning 4.7

der S f.eks kan vaare forwardprisen ved forfall og X er strike prisen, r er risikofri rente

og T er tiden til innl@sning.

Opgoner er "in the money” hvis innlgsning av opsonen medfgrer et positivt
kontantoppgjer for holderen av opsjonen, ”at the money” hvisinnlgsning av opsonen
ikke farer til noen kontantstrem, eller ”out of the money” hvis holderen hadde mottatt

en negativ kontantstrem hvis opsjonen hadde blitt innl gst.

4.3.1 Black-Scholes

Black-Scholes er en formel som brukes til & prise opsioner. Pa Nord Pool brukes en
verson av denne formelen, kalt "Black76” for prising av europeiske opsjoner med en
forwardkontrakt som underliggende. Formelen for Black76 er gitt ved (Nord Pool,
2001B):

Callg.76= €4 * (Prist100* N(D1)-Strike* 100* N(Ds)) likning 4.8
Putg.7 = €4 * (-Prist 100* N(-D1)+ Strike* 100* N(-D>)) likning 4.9
H 2
() +())
D = ' likning 4.10
: o WA 0
D,=D1- 0* 4t) likning 4.11

der N er normalfordeling, repo er rente.

4311  Generelleantakelser for Black-Scholes

»  Spotprisene falger prosessen beskrevet i likning 4.1 med 1 og o konstant.
» Short salger tillatt, dvs at det er mulig aselge “noe” man ikke har.

* Ingen transakgonskostnader eller skattebetingel ser.
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» Ingen dividende pa derivatet.
» Ingen mulighet for & gjare arbitragie.
¢ Handelen foregar kontinuerlig.

» Denrisikofrie renten er konstant og lik for alle forfall.

4.3.1.2 Input- parameteretil Black-Scholes

Black-Scholes formelen brukes til a prise opsjoner, og variablene den inneholder
dersom underliggende er en forwardkontrakt er:

» Forwardpris ved opgonens forfall

o Strike pris, dvs fastsatt innlgsningspris

« Tidtil forfall

e Volatilitet

* Risikofri rente

Black-Scholes inneholder ikke forventningsverdien 1, og modellen baseres derfor pa

risikongytral verdsetting.

4.3.2 Numeriske teknikker for prising av opsjoner

Dette kapittelet vil konsentrere seg om traa som verktgy for a verdsette derivater, og
skal veae et utgangspunkt for forstaelsen av opsjonsprisingsmodellen som vil bli
utarbeidet i kapittel 5. Andre numeriske metoder som f.eks Monte Carlo-simulering
vil ikke bli dreftet da dette ikke vil bli tatt i bruk senerei oppgaven.

Et trinomisk tre vil bli brukt, da dette gir en bedre tilnsarming enn et binomisk tre til
en kontinuerlig prisprosess. | tillegg vil det trinomiske treet vaare enklere & jobbe med
da det er mer fleksibelt og passer bedre til markedspriser pa forwards og
standardiserte opsjoner. Se kapittel 5.1.3 for forklaring av trestarrel se.

Den stokastiske differentialikningen for en risikongytral GBM-modell er gitt i likning
4.12, der driften er byttet ut med risikofri rente minus convenience yield.

Likning 4.13 angir samme prosess der x = InS dvs den naturlige logaritmen til
spotprisen. Ved omforming av likning 4.12 til 4.13 settes v= r - J- 0.5¢% og vdt

angir forventningsverdien til dx (Clewlow og Strickland, 2000A).

dS= (r-9) it + 04z likning 4.12
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dx = vdt + gdz likning 4.13

Figur 4.2 angir en modell som viser at i et lite tidsintervall At, kan x stige med 4x,
vage den samme, eller synke Ax, med sannsynligheter py, pm 0g pg. I1f@lge Clewlow
and Strickland (2000A) er et godt valg for Ax = gV(34t).

X + AX
=
X Prm > X
CTE—
X - AX
[F--eme-- At--------- 0

Figur 4.2: Eksempel pa et trinomisk tre (Clewlow og Strickland, 2000B).

For & finne sannsynlighetenei treet i figur 4.2 benyttes likningene:

E(4X)] = pu(4X) + pm(0) + pa(-4X) = vAt likning 4.14
E(A)] = pu(d®) + pm(0) + pa(AC) = P4t + VAt likning 4.15
Put Pmt pa=1 likning 4.16

der likning 4.15 fremkomme ved & kvadrere Ax. Disse sannsynlighetene er angitt i
likning 4.17 til 4.19:

1aﬁuwm2+wt

== likning 4.17

Pu 2( AX? Ax) g
2 2 2
Pm=1- M likning 4.18
AX
1 0%\t +UPAt? Ut o

== - likning 4.19

Pd 2( A AX) g

der i er horisontal parameter med At som tidsintervall, og j er vertikal parameter som
beskriver mulige utfall av spotprisen, her representert ved x, for hvert gitte
tidsinterval. S; representerer derfor et mulig spotprisutfall pa et gitt tidspunkt, der S;
er gitt ved S* € (Clewlow og Strickland, 2000A).
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Verdien Cjj paen europeisk opgion i en node (i,j) er gitt ved:

Cij= € (py Cirpjs1+ PmCir1,j + Pa Cir1,jo1) likning 4.20
der verdien pa call opsjonen ved forfall er gitt ved:

Cnj= maks [0, Sy —K] likning 4.21

der N er antallet av 4t som gir tiden frem til forfall, og K er strike pris (Clewlow og
Strickland, 2000A).
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5 Metode

5.1 Innledning

Dette kapittelet beskriver en metode som kan brukes til & estimere priser pa opsjoner
eller lignende kontrakter. Metoden skal i dette prosjektet brukes til & verdsette en
europeisk opsjon med forward som underliggende. For & beregne prisen pa denne
forwardkontrakten vil fremtidige spotpriser bli estimert ved & bruke en numerisk
metode. Alle beregninger som ma gjennomfares for & komme frem til opsjonsprisene

vil bli gjort i regneprogrammet Excel, og forklaring pa regnearket finnesi vedliegg E.

Sammenligning mellom estimert opsjonspris pa denne forwardkontrakten og
markedets opsjonspris vil vage et grunnlag for & vurdere hvor representativ modellen
er for verdsetting av derivater, basert pa datagrunnlaget modellen er bygget pa Det
bear nevnes at modellen som skal brukes i denne oppgaven tar hensyn til flere
karakteristika til strempriser enn Black76 som generer opsjonsprisene hentet pa Nord
Pool. Det resulterer i at resultatene fra modellen nadvendigvis ikke skal sasmmenfalle

med markedsverdier, men heller preve & gi mer korrekte verdier pa kraftderivatene.

5.1.1 Valg av derivat

| dette progjektet velges kun én analysedato, da hensikten med oppgaven blant annet
er & lare metoder for & prise derivater og ikke generalisere selve modellen. Det vil
derfor ikke vaae hensiktsmessig & bruke prosessen pa flere analysedatoer. Denne
datoen er satt til 03.10.2001 og forfal p& opsonen som blir brukt som
sammenligningsgrunnlag er satt til 20.12.2001. Leveringsperioden for denne
forwardkontrakten er valgt til perioden vinter 1 & 2002, det vil si de farste 120
dagene av & 2002 fra januar og ut april. Forfallet samt leveringsperioden, er gitt av
standardiserte opsjoner pa Nord Pool, da det anskes at modellens resultater skal kunne
sammenlignes med markedsdata. Disse datoene ble ogsa valgt pa bakgrunn av at
naxhet i tid var gnsket.

5.1.2 Type modell

For & estimere fremtidige spotpriser vil det i denne rapporten bli brukt en modell fra
Clewlow og Strickland (1999). Denne modellen tar utgangspunkt i gitte kontinuerlige
forwardkurver, risikofri rente og riskongytrale sannsynligheter, og diskretiserer

fremtidige utfall i form av et trinomisk tre.
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Modellen beskrevet i Clewlow og Strickland (1999) er en enfaktormodell. Dette
ansees som mest hensiktsmessig i dette progjektet, da en slik modell er enklere enn
f.eks. en tofaktormodell. Fordelen med en tofaktormodell derimot er at den gir et mer
realistiske bilde pa den virkelige prosessen til prisene. En enfaktormodell inneholder
kun en usikker variabel som kan vage representert av mean reversion, mens i en
tofaktormodell legges det til ytterligere en stokastisk faktor, som f.eks kan vage
representert av  usikkerhet i likevekten for pris pa lang sikt (Schwartz og Smith,
2000). Med likevekt menes det niva prisen faller tilbake til ved mean reversion.

Disse usikre faktorene er ikke direkte observerbare, men de kan bli estimert (over tid)
ut i fra spot og futurepriser, hvis det finnes futurekontrakter med lang tid til levering.
For a fa informason om komponenten for variason pa korttid, kan forskjellen
mellom priser pa korttids- og langtidskontrakter studeres. Nar det gjelder variasionen
pad lang tid, kan informason oppnds ved a se pa bevegelse i priser pa
langtidskontraker. Hvis det ikke finnes futurekontrakter med lang tid til levering, ma
nivaet pa disse faktorene estimeres pa annen méate (Schwartz og Smith, 2000), f.eks
med likevektsmodeller.

Et viktig kjennetegn ved en tofaktormodell er videre at endringer pa prisen pa
futurekontrakter med ulik modenhet ikke har perfekt korrelagon, som er tilfellet for
dle enfaktormodeller (Schwartz og Lucia, 2001). Det vil s a prisen pa
futurekontrakter med ulik modningstid ikke trenger & bevege seg i takt med

hverandre.

5.1.3 Form patreet

Et trinomisk tre brukes framfor et tre med kun to utfall, da flere utfall gir bedre
tilnaaming av den kontinuerlige prisprosessen. Samtidig er et dikt tre enklere &
arbeide med pa bakgrunn av det passer lettere inn et rutenett og dessuten er det mer
fleksibelt, slik at det enklere kan tilpasses markedspriser pa forward eller opsioner enn
binomiske traar (Clewlow og Strickland, 2000A).

At valget falt pa kun 3 utfall per node kan ogsa forklares ut i fra gnsket om a ikke
gjere arbeidet for komplisert. Hgyland og Wallace (2001) hevder at a representere en
kontinuerlig prosess med et stort antall diskret utfall, kan utregningen bli vanskelig
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fordi modellen enten eksplisitt eller implisitt krever integrasion over disse variablene.
Et stort antall utfall vil derfor fare til at en manuell konstrukson av treet vil bli
tungvint (Hayland og Wallace, 2001). Dette oppmuntrer til et begrenset antall utfall,
da dette gir mulighet for at tregenereringen kan gjegres manuelt. Valget av antal
grener er da en avveining mellom mengden pa arbeidet og en best mulig tilneaming

til den kontinuerlige prosessen.

5.1.4 Prosedyren for & bygge et trinomisk tre
Bruk av trinomiske trag for prising av europeiske opsoner vil i praksis delesopp i to
deler med flere steg.

De A:
1 Bygging av initielt tre der prisen i hver node er basert pa x(t) = InS(t), og x i
startnoden = 0.

2 Justering av initielt tre basert pa en justeringsfaktor a.

D€l B:
1 Estimering av forOventet (betinget) forwardpris ved opsjonens forfall basert pa
tilbakeregning i treet.

2 Estimering av opsjonspris basert pa flere strikepriser og flere forwardpriser.

5.2 Teori, grunnlag for modell

5.2.1 Implisert forwardkurve
Den stokastiske differentiallikningen for forwardkurven gitt i rapporten til Clewlow
and Strickland (1999) er gitt ved:

dF(t,T)

=og*e 0T dz(t likning 5.1
FLT) ® g

der T angir leveringstidspunkt, og t angir handledato. Usikkerheten er gitt av dz(t).

Denne likningen vil danne grunnlaget for prisprosessen i treet som skal bygges, og er
et utgangspunkt for & beregne volatilitet, o, og alfa, a, ut i fra historiske priser. Disse

to faktorene kan bli estimert av priser pa opsjoner pa spot eller forwardkontrakter.
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Underliggende for kurven i likning 5.1 er at i en risikofri verden kan f.eks derivater
bli verdsatt utifra forventet verdi pa et tidspunkt i fremtiden, og sa neddiskontert med

risikofri rente.

Voldatiliteten, o, er gitt av volatiliteten til avkastningen pa spot- eller forwardprisene,
mens alfa, a, er bestemt av hastigheten til redukgon av volatiliteten til forwardpriser
med gkende tid til forfall. a kan ogsd bli forstatt som hastigheten til mean reversion.
Denne parameteren kan ogsa forklares ut i fra halveringstiden til spotprisen.
Halveringstiden oppfattes som tiden det tar for spotprisen & vende halvveis tilbake til
sitt langtidsniva fra nivaet det har pa dette tidspunktet (hvis ikke flere tilfeldig sprang
oppstar). Sammenhengen mellom alfa og denne halveringstiden er gitt av (Clewlow
og Strickland, 2000A):

t,, =In(2)/a likning 5.2
der ty/2 er halveringstiden.

Likning 5.1 danner altsa et fundament i modellen beskrevet av Clewlow og Strickland

(2000A) og lgsningen pa denne differensiallikningen 5.1 er gitt av:
t t

FE.T)=F0O1)* exp% %J’U(U,T)Z du +Ia(u,T)dz(u)E likning 5.3
0 0

Siden spotprisen er gitt av startpunktet til forwardkurven (levering straks), settes T=t
0g spotprisens prosess blir:

st)= F(.t)= F(0.)* exp% %j’a(u,t)z du +ja(u,t)dz(u)E likning 5.4

Dersom likning 5.4 over deriveres, blir den impliserte spotprisprosessen:

dS(t) _ BInF(0,t)
st o a

+a(InF(0,t) —InS(t)) + 072 @a- e‘z"‘)%jt +odz(t) likning 5.5
U
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Utledning av likning 5.5 finnesi Vedlegg A.

Denne enfaktormodellen er lik enfaktormodellen gitt av Schwartz (1997)%, men med
driftsleddet som tidsavhengig. Det er dette leddet i driften som lar modellen passe til
de observerte forwardprisene (Clewlow og Strickland, 2000A). Sammenhengen
mellom forwardkurven og avkastningen til spot viser ogsa at spotprisens egenskap,
mean reversion, er knyttet til dempingen av volatiliteten til forwardkurven. Ved a
sette a i likning 5.5 lik null, vil bl.a leddet for mean reversion fale bort, og
prisprosessen som gjenstar vil sammenfalle med prisprosessen som er underliggende
for Black76 (Clewlow og Strickland, 2000A)).

Med utgangspunkt i likningen 5.3 kan forwardkurven utledes til abli:

pl-a(T-1)] 2
F(sk)t,T)=F(@,T FS((()t,)t) g expg; e (@ -DEe” -e™) @ ikning 5.6

Utledning av likning 5.6 finnesi Vedlegg B.

Likning 5.6 som angir forwardprisen pa tidspunkt t, er en funksjon av spotprisen pa
tidspunktet t, den initielle forwardkurven og parameterne volatilitet og hastigheten til
mean reversion. Dette resultatet er svaat nyttig fordi ved & estimere spotpriser ved
tregenerering kan en fremtidig forwardkurve beregnes analytisk. Videre gir dette
mulighet til & evaluere payoff ut fra en analytisk metode (Clewlow og Strickland,
1999).

5.2.2 Volatilitet
Likning 5.1 kan mer generelt skrives som:

dlf(gt,,_l'_r)) - o, T)eiz(t) likning 5.7

tdS= a(,u -A —InS)dt + 0 [Bdz, som sier at spotprisen falger mean reversion prosess.
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der of(t,T) kan forstds som volatiliteten pa tidspunkt t til en forward som har
leveringstidspunkt T (Hull, 2000). Det kan da med utgangspunkt i likning 5.1 og 5.7
konkluderes med at for denne enfaktormodellen, er volatiliteten, o(t,T), gitt av

oe ™™ g(Tt) kan finnes ut av markedsdata, og denne funksjonen utgjer da en
mulighet for & finne en gjennomsnittlige volatilitet, o, for forwardkontraktene i
markedet.

Dette er ogsa i trad med Vedlegg A og paperet til Koekebakker og Ollmar (2001).
Paperet gir:

ot,T)=ce* likning 5.8

Ved dinnfare den naturlige logaritmen til o(T,t) vil likning 5.8 bli en linesar funksjon,
og denne egenskapen kan benyttes for a estimere volatiliteten, o, og hastigheten til

mean reversion, a, ved hjelp av lineaa regregjon.

5.3 Del A: Prosedyre for bygging av trinomiske treer

| dette delkapitlet skal det forklares en prosedyre for & generere trag. Disse tragne vil
inneholde spotpriser, og skal brukes til & beregne prisen pa forwardkontrakter. Med
utgangspunkt i dette treet skal europeiske opsioner prises, og fremgangsmaten for
dette finnes i kapitlene 5.4 og 5.5. Traane som omhandles kan ogsa brukes til & prise

amerikanske og stiavhengige opsjoner.

5.3.1 Underliggende formeler for trebyggingsprosessen

Spotprisen S(t) kan skrives pa logaritmisk form etter bruk av Itos lemma (Hull, 2000).
Dersom x(t) = In(S(t)) vil spotprisprosesseni likning 5.5 se slik ut:

DInF(O,t)
H ot

dx(t) = +a(inF(0,t) - x(t))+ 0—2(1— e ) 1 %jt + auz(t) likning 5.9
O 4 2 0

Utledning av likning 5.9 finnesi Vedlegg C.
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Likning 5.9 kan pa en enklere mate skrives som:

dx(t) = [&)- ax(t)] dt + odz(t) likning 5.10
der
o) = In ;(O’t) +aInF(0,t) +072(1—e'2"‘) —%UZ H likning 5.11

0og At) er leddet i prosessen over som er forutsigbart (deterministisk), da det
inneholder den gitte forwardkurven (Lucia, Schwartz, 2001).

Under steg A - del 1 skal 4t) settes lik null for ale t, sik at den forelgpige prisen,
X (t), kun skal inneholde stokastiske ledd. Den initielle verdien, X (t), skal settes lik

null. Dette gir en prosess for X' gitt av likning 5.12:
dx' (t) = —a ¢ (t)dt + o [aiz(t) likning 5.12

5.3.2 Utregning av prisen i initielt tre

Verdien hver nodei det initielle treet vil bli utformet av likningen:

X, = JAX likning 5.13

der j er steg i vertikal retning utifra midtnoden og

Ax = 0.,/(3At) likning 5.14
Likning 5.14 er konstruert slik at den er best mulig tilpasset virkeligheten og Clewlow
og Strickland (2000) hevder det er hensiktsmessig valg pa forholdet mellom skritt i
rom og tid. Hull (2000) mener dette er et fornuftig valg da det minimerer

feilestimering.

Ax angir standardavviket til x i en periode pa dt &. Dvs at det tas hensyn til at

perioden er kortere en det aret volatiliteten gjelder for. Prosessen blir derfor motsatt
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som den annualiseringen som blir forklart i 5.3.6.1 og er gitt i likning 5.26. Tallet 3
som fremkommer i likning 5.14 er i henhold til antall utfall for hver nodei treet.

Det initielle treet vil bli bygget basert pa lik avstand mellom hvert steg i horisontal
retning, og At vil derfor vage konstant i del A av trebyggingen. Clewlow and
Strickland (1999) formulerer dette ved & si at tj = i4t, der i representerer et ikke
negativt heltall i horisontal retning. j settes dlik at midtre node i tidsperioden alltid
skal haj-verdi 0, nodene over midten skal ha positive verdier og nodene under midten
skal ha negative verdier. P4 denne maten kan hver node gis en spesifikk identitet
bygget opp av to heltall; i ogj. Estimering av X i hver node skjer ved & bygge treet

mot hgyre og fra midten.

Det innfares i denne sammenheng et heltall k slik at nodene som kan nas fra node (i,j)
er (i+1,k-1), (i+1,k) og (i+1,k+1). Denne k-en er valgt dik at verdien av den midtre
noden er lik forventningsverdien til X' ved tid ti.1. Forventningsverdien til X';; er gitt
av Xij -ax'i;jAt (Clewlow og Strickland, 1999). Arsaken til at k innferes er at hver
node representerer en forventningsverdi over et gitt kontinuerlig intervall pa tidspunkt
i. For at en gitt j gjennom hele treet skal representere dette forventningsnivaet, ma det
garanteres at den midtre grenen peker pa noden med verdi neamest denne
forventningsverdien i neste tidsskritt. Denne k-en blir dermed innfert for & sikre
konsistens i treet. Ved ekstremt heye verdier av X kan det oppstd negative
sannsynligheter og dette unngas ved ainnfare heltallet k.

5.3.3 Utregning av sannsynligheter basert pa initielt tre

Sannsynlighetene for de mulige utfallene er utregnet ved ata utgangspunkt i likningen
4.17-4.19, og er gitt i likningene 5.15-5.17. La py,;j vaae sannsynligheten for at den
avre noden skal inntreffe, pm;; for at midtre node inntreffer og py;; for at nedre utfall

inntreffer. Sannsynlighetene er dermed gitt av:

1 2At+a®x *At? L, % At , o
Puij =50 o +(k-j)?-—21—@-2(k-j)-(k-j)O likn5.15
" 2@ AX AX -
1WAt +a®x *At? L, ax At , o
Paij =50 > +(k-j)?+—21—@+2(k-j))+(k-j)O likn5.16
” 2@ AX AX -
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Pmii =1~ Puij = Paj likn5.17

Den prosedyren som frem til na er beskrevet gjelder for det forelgpig treet, som
dannes ved a sette leddet At) lik null og ved & sette den initielle verdien av X' lik null.
Likevel gjelder sannsynlighetene ogsa for nodene etter endringsparameteren, a;, er
inkludert. Dette betyr at sannsynlighetsmodellen gitt over kan og vil bli brukt til

generell analyse av prisene generert i treet.

5.3.4 Utregning av tilstandspriser

Tilstandsprisen, Q;;, sier noe om verdien av et derivat i tidspunkt t=0 som gir 1 enhet i
avkastning hvis node (i,j) inntreffer og O elers. Prisen i dag, C(0), pa et europeisk
opsjon med payoff funksjon, C(S), patidspunkt i er gitt av:

C(O) = ZjQiJC(SJ) likni ng 5.18

Tilstandsprisen pa tidspunkt (i+1,j) er gitt av summen over ale tilstandspriser i
nodene (i,j’) justert for sannsynlighet og risikofri rente. Tilstandsprisen blir regnet ut
ved foroverrettet induksjon og er gitt av:

Quij =) Qs P (At (1 +1)at) likning 5.19

der psj angir sannsynligheten for a ga fra node (i,s) til node (i+1,j). s symboliserer
ovre, midtre eller nedre nodei trinnet i, det vil si de grenene som ender i node (i+1,).
P(i4t,(i+1)At) angir en diskonteringsfaktor med risikofri rente fra tidspunkt it til
(i+21)4t. Den risikofrie renten antas & veare NIBOR- renten fra 01.10.01 som referanse

da dette er naart anal ysedato. Definisonen angir diskonteringsfaktoren til a veae:
T

Pt,T)= exp%J’r(u)duE likning 5.20
t

Der r er risikofri rente til et hvert tidspunkt i perioden t til T. Diskonteringsfaktoren
vil dtsd vae kontinuerlig, og formelen er gitt av:
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P(iat, (i +1)ay)=e™ likning 5.21

Den initielle verdien til tilstandsprisen er satt til en grunnet at det finnes kun én node

og derfor er sannsynligheten lik en og 4t er lik null.

5.3.5 Estimering av endringsparameteren a;

For a justere det initielle treet til & vagre konsistent med observerte forwardpriser og
riktig driftrate, vil X -verdien i hver node bli justert ved a addere en faktor a;
Endringsfaktoren, a;, er valgt dlik at treet gjenspeiler de korrekte forwardprisene. For
akomme frem til denne endringsfaktoren ma foroverrettet induksjon og til standspriser
benyttes. En spesiell versjon av likning 5.18 for afatilstandsprisene til 8 sammenfalle
med forwardprisene gir:

P(0,iat)F (0,iat)= >Q, 35, likning 5.22
J

Utledningen av endringsparameteren, a;, er beskrevet i Vedlegg D og er pa bakgrunn
avatInSt) = x;= X+ a gitt av:

_ InHP(O,iAt)F(S,iAt) R
H ,Q." H

a, likning 5.23

5.3.6 Estimering av parametre
53.6.1 Estimering av volatiliteten, o, og hastigheten til mean reversion, o
For & estimere volatiliteten, g, og hastigheten til mean reversion, a, foreslar Clewlow

og Strickland (1999) & estimere disse ut i fra historiske forwardpriser.

Prosedyren for a finne disse parameterne, tar utgangspunkt i historiske glattede
forwardkurver som er gitt for hver handledag i |gpet av et ar, etter f.eks arbeid utfert
av Fleten og Lemming (2001). For hver handledag er det oppgitt en loddrett prisrekke
(generert ut av kurven) og denne inneholder priser for levering som starter hver dag i
to a. Kurvene gjenspeiler ogsd priser pa forwardkontrakter med ulike

leveringsperioder.
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Det skal finnes volatiliteter ut i fravariagioneni pris pa ulike tider til levering. Det ma
davelges et antall tider til levering. Dette antallet bar vagre sa stort at volatiliteten og
afa gjenspeiler volatiliteten og hastigheten til mean reversion i hele utvalget pa en
god méte. Denne utvelgelsen kan skje tilfeldig, men ma fordele seg utover perioden
det finnes datagrunnlag for. Med perioden menes det her hvor lang tid det er fraferste

mulige start palevering til siste mulige start palevering.

For & fa en volatilitet som tar hensyn til faktisk handel ber det, i falge Koekebakker
og Ollmar (2001), velges ut tidspunkt til levering som faller sammen med de faktiske
handlede blokkene for futurekontrakter, dvs ukene 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 12, 16, 20, 24,
28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 70, 88 og 104. Dette kunne ogsa blitt gjort for progjektet, da
det ikke her sees noen forskjell mellom forwards og futures. Siden denne metoden
ikke var kjent patidspunktet volatiliteten ble utregnet, har ikke dette blitt gjort.

Volatilitetene ma beregnes fra nye vannrette sammensatte prisrekker. Disse
inneholder forwardpriser med konstant avstand i tid til levering for bestemte
handledager. Det er valgt ut 53 handledager. For a beregne volatiliteten i de nye
vannrette prisrekkene, benyttes prosedyren for estimering av volatilitet fra historiske
data gitt i Hull (2000):

For en gitt vannrett prisrekke gjelder:
n antall handledager
Fi forwardpris pa handledag i

r lengde av tidsintervall i ar, dvstiden fraferstetil siste handledag

Avkastningen, u;, i lgpet av en periode vil vage

u = InF i likning 5.24
Fo
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Fordi F =F_; exp(ui) er u; lik kontinuerlige avkastningen i tidsperioden i (dvs ikke
annualisert). Standardavviket til en vannrett prisrekke (dvs konstant avstand i tid til

levering) er derfor gitt av:

I B LA _—
S_\/n_—lEZ(ui a) likning 5.25

der U er gjennomsnittlig avkastning over perioden.

Den annualiserte volatiliteten til en gitt vannrett prisrekke er gitt av:
o=— likning 5.26

Etter at denne prosedyren er gijennomfert vil en volatilitet for hver bestemte avstand i

tid til levering (vannrett prisrekke) fremkomme.

Den volatiliteten som er beregnet for hver vannrette prisrekke, skal brukes a komme
frem til en samlet volatilitet, g, for ale forwardkontraktene. Dette gjares, som nevnt i

kapitel 5.2.2, ved hjelp av dinnfare den naturlige logaritmen, vist i likning 5.28.

Som forklarti 5.2.2 er:
ot,T)=cee likning 5.27

og eninnfgring av In gir:
Ino(t,T)=Ino -a(T -t) likning 5.28

Lineax regreson vil da bli benyttet for a finne o og a, og logaritmen til denne
volatiliteten fremkommer da som skjagingspunktet pa y-aksen. Hastigheten til mean

reversion, a, er absoluttverdien til stigningstallet til grafen.

Pa bakgrunn av forklaringene over, forventes det at ved sette inn logaritmen til
volatilitetene for hver vannrette prisrekke med tilhegrende tid til levering inn i et

koordinatsystem, vil det dannes en lineaa kurve.
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53.6.2 Riskofrirenter

Den risikofrie renten som vil bli brukt er 3 maneders NIBOR renten for 01.10.2001,
som er nagliggende til analysedatoen for progektet. Denne renten er satt til (Ssb,
2001):

r=71%

Siden det er valgt & bruke en kontinuerlig diskonteringsrente i modellen, ma renten

regnes om til en kontinuerlig rente gitt av (Hull, 2000):

1+r =€k likning 5.29

der ry er den kontinuerlig rentesatsen og dette gir ry lik 6,86%.

53.6.3 Tidsintervallet At
| den feorste delen av treprosessen og ved bruk av stimetoden til & beregne

forwardprisene, benyttes felgende metode for afinne At.

Tidsintervallet At er valgt sik at et helt antal At gar opp i leveringsperioden.
Leveringsperioden er valgt til farste periode av & 2002, og denne er pa 2879 timer.
Grunnet én times justering for overgang til sommertid, vil feilestimeringen veare pa
kun én time dersom At lik 30 dager velges som tidsintervall. Verdi for 4t blir dermed:

At = (30/365) likning 5.30

5.4 Del B-1: Prosedyrer for utregning av forwardpriser

| dette kapitlet vil prosedyrene som ska brukes for & regne ut forwardprisene, for

leveringsperioden 1. januar & 2002 og 120 dager utover, bli forklart.

Far metodene for & beregne forwardprisene beskrives, er det viktig & forklare
indeksene i,j,i’,j’, da disse vil vage sentrale for a forsta beregningene som falger.
Hvilket tidspunkt som prisen skal gjelde fra er representert ved i, dvs for
leveringstidspunktet, i=3, 01.01.02. For & henvise til en bestem node pa dette
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tidspunktet brukes j, som kan variere fra =3 til 3. Indeksene i’ og |’ viser til en
fremtidig posigon i treet (dvsi’>i), og kan seesi sammenheng med det treet som har

fremkommet etter & ha fulgt metoden i kap. 5.3.

Forwardprisene for perioden 01.01-01.05, vil for hver node j patidspunkt 3, bli regnet
ut ved a bruke en vektemetode basert pa fem observasjoner (én pris for hver periode).
Forste observagon er 1. januar 2002, andre observason 30 dager etter, tredje
observagjon 60 dager etter, osv.

En dlik vektemetoden finnes i Bjerksund, Rasmussen og Stensland (2000) og bygger
pa ulik vekting av prisene, fordi det tas hensyn til at prisene fremkommer pa
forskjellige tidspunkt. Lucia og Schwartz (2000) bruker i stedet en enklere
vektemetode ved & bruke et aritmetisk gjennomsnitt av kontraktspriser. Fglgende
likning foreslds derfor av Lucia og Schwartz (2000) for & beregne forward- og

futurepriser:

1 A L
FO(PO;Tl’TZ):TZ _Tl*WZlFO(PO’T) likning 5.31
0og
R (R T)=E(R) likning 5.32

der T, og T1 er gitt i antall dager til henholdsvis Slutten og begynnelsen av
leveringsperioden, dvs antall priser de har i modellen. F(Po,T) er forventningsverdien

til spotprisen.

Denne vektemetoden skal overfares til var modell. Siden gjennomsnittet gitt av Lucia
og Schwartz (2000) er et aritmetisk gjennomsnitt, ma spotprisen veae parameter i

likningen og ikke den logaritmiske prisen X;;.

For var modell ma det for hver node j pa tidspunkt i=3 beregnes et gjennomsnitt av
fem priser, en for hvert tidspunkt, i’, i treet. Hver av forwardprisene for node j kan

beregnes ved d overfare likning 5.31 og 5.32 til var modell og er da gitt av:
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.
ZF“,
= likning 5.33

der F; symboliserer forwardprisen for hele leveringsperioden fra tidspunkt 01.01.2002
frem til 01.05.2002 i node j. Fj; er den forventede spotprisen pa tidspunktet i’ for
hvert mulige utfall j, og skal beregnes etter en av metodene som fremkommer i
kapitlene 5.4.1 og 5.4.2. Begge metodene skal benytte likning 5.33 for & finne en
gjennomsnittlig forwardpris for hver node j pa tidspunkt 3.

5.4.1 Sti-metode

For at forventningsverdien pa hvert tidspunkt i’ skal vaare lik den gitte forwardkurven,
ma stiavhengig metode brukes. Dette fordi stiavhengig metode er den eneste metoden
som tar hensyn til ale sannsynligheter i treet.

Denne metoden tar utgangspunkt i verdienei treet forklart i kapitel 5.3. Videre bygger
fremgangsmaten pa at utfallet pa tidspunkt 3 har inntruffet. Det vil si at hver node pa
dette tidspunktet spenner ut et nytt lite tre, og verdiene i dette lille treet er hentet fra
det genererte treet. Figur 5.1 viser hvordan det nye treet dannes for node (i=3,j=2).
Tilsvarende skjer for nodene j=3,1,0,-1,-2 og -3 patidspunkt 3.
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Figur 5.1: Stimetoden
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w

Hvert tidspunkt, i’, har summert vertikal betinget sannsynlighet i det nye lille treet lik

1.0, da en av disse ma inntreffe. Sannsynligheten for at en bestemt node (i’,j’) i et
bestemt nytt tre inntreffer (ut i fra node (3,)), vil vage lik den betingede

sannsynligheten i noden (i’ ,j’) gitt av

B = z B,is* P;s (tatt fraoppbyggingen av tilstandspriser) likning 5.34

der p; s er sannsynligheten for a gafranode (i’,s) til (i’+1,j’). Bj;-+1j er den betingede

sannsynligheten for at node (i’+1,j’) inntreffer og indeksen j er tatt med for & henvise

til hvilket nytt tre sannsynligheten tilharer. B; 3 er deninitielle verdien i hver av de nye

treane og har verdi lik 1, da denne noden allerede er tenkt & ha inntruffet.

Inputparameterne i likning 5.33 er 5 forventede spotpriser som hver tilhgrer et

fremtidig tidspunkt (for hver eneste node pa tidspunkt 3). For & finne disse forventede

spotprisene ma det tas utgangspunkt i at summen av sannsynlighetene i vertikal

retning er lik 1.0. Forventningsverdiene kan derfor pa hvert tidspunkt, i’, bli generert

ved & vekte spotprisene pa ale nodene med tilherende sannsynlighet. For hvert
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tidsskritt  (vertikalt) summeres de vektede spotprisene sammen til  en
forventningsverdien til spotprisen for disse tidsskrittene. Dette gir for hver j pa

tidspunkt i=3 5 forventede spotpriser som er gitt av:

. :E(sj,i,):JZBj,i,,j,*s,,lj, likning 5.35

der B;; j er betinget sannsynligheten for at node (i’ ,j’) inntreffer og S er spotprisen i
hver node hentet fra det opprinnelige treet. Likning 5.35 generer fire forwardpriser, en
for hver av tidspunktene i'=4,5,6 og 7. For tidspunkt i’=3 ma den forwardprisen
hentes fra det genererte treet.

5.4.2 Ulik At-metode
Hovedidéen bak denne metoden var & finne en enklere og mindre tidkrevende manuel|
fremgangsmate enn stimetoden, som ble forklart i kap 5.4.1. Denne metoden bygger

pa pros ektdeltagernes egne idéer og resonnement.

Denne modellen tar utgangspunkt i det opprinnelige treet, og det skal gjeres
forenklinger pa dette. Maten er ainnfare kun én periode mellom i=3 og i’, der i’ kan
vagelik 4,5,6 og 7. Det vil fremdeles vaae 5 perioder i treet som har ulik 4t. Dette er
visti figur 5.2 for node j=2. Tilsvarende blir gjort for alle nivéenej patidspunkt i=3.
Avstanden mellom midtre node og endenoden for aktuelle j og i’ fremkommer i figur

i'=4

=3

i'=h
Figur 5.2: Ulik At-metoden




Prising av Kraftderivater SIS 1101

Det skal for denne metoden tas utgangspunkt i sannsynlighetene gitt av Clewlow og
Strickland (1999), og disse formlene er avhengig av tidsperioden A4t, Ax (som ogsa er
avhengig av 4t) og % ;. Nye sannsynligheter ma derfor beregnes der tidsperioden 4t
og Ax ma variere for hvert eneste fremtidig tidspunkt, samtidig som x; ;- alltid ma
vage lik prisen pa tidspunkt i=3, dvs xz;. Verdiene som fremkommer av likningene,
vil daangi sannsynligheten for & ga fra periode i=3 direkte il periodei’=4,5,6 eller 7.

Med utgangspunkt i likningene 5.15A, 5.16A og 5.17A blir de nye sannsynlighetene
lik:

1 %At +a®x, *At? L, % Ot _ g
P, ==0 2 +(k- ) -——2—@-2(k-j))-(k-j)O likn5.15B
u,i,j 2

2@ AX AX §

1 %At +a?x, *At? L, % At _ 0
P, ==0 J +(k- ) +—1—@+2(k-j)+(k-j)O likn5.16B
d,i,j 2

2@ AX AX &
Prni. | =1- Pui ~ P likn5.17B

For oppna de fem prisene som kreves av likning 5.33 ma det for hver node pa
tidspunkt 3, for hvert fremtidige tidspunkt i’, fremkomme en forventet spotpris. Den
forste av disse fem prisene, dvs den pa tidspunkt, i=3, kan hentes direkte ut av de
genererte treet, mens de fire andre ma beregnes ved a benytte fal gende likning:

Fo=E@S,)=Y p 5y likning 5.36

der py;;- angir sannsynligheten for & ga franode (3,j) til node (v,i") ogi’ viser hvilken
periode som sannsynligheten henviser til. Den innfarte indeksen v angir u, m eller d,
og henviser tilsvarende i likningene 5.15B, 5.16B og 5.17B. Indeksen v tilsvarer

derfor ikke den tidligere innfarte indeksen s.
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5.5 Del B-2: Prosedyre for utregning av opsjonsprisen

Opsionsprisene pa en forwardkontrakt for levering vinter 1 & 2002 som
underliggende, skal regnes ut bade for call og put. Ved a ta utgangspunkt i Fj gitt av
likning 5.33 vil profitten pa henholdsvis call og put bli regnet ut av f@lgende formel:

cij = maks (F-K,0) likning 5.37
pi;j = maks (K-F;,0) likning 5.38

der K er strike prisog cij og pi; er profitt (payoff). Likningene over skal brukes med K
= 175 NOK/MWhttil K =240 NOK/MWh, med 5 enheter som intervall.

For aregne ut prisen pa en europeisk opsion i dag med benyttes likning 5.18.

c0)=yq, <) likning 5.18
J

der C(S) er derivatets payoff funksjon, gitt av ¢i; og ;.

Dermed blir opsjonsprisen C(0) for hver strike pris, K, pa analysedato 03.10.2001 gitt
ved:

3
cO=YQ,C, likning 5.39
j==3

der i er tidspunkt 01.01.2002, Q er tilstandspris, og C representerer payoff pa den
europeiske opsjonen.

5.6 Resultat

For & kunne avgjere hvor representativ opsjonsprisingsmodellen er for 03.10.01, ma
dataene som er fremkommet sammenlignes med virkelige priser fra Nord Pool pa den
samme dagen. Pa grunn av at prosedyren for a finne forwardpriser og opsjonspriser
ikke er gjort pa en rekke tidspunkt, men kun én dag, kan ikke resultatene si noe om
modellen generelt er god eller darlig. Den kan kun si noe om den dagen den har tatt

utgangspunkt i.
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Figur 5.3: Volatilitet for dager til levering

| kapittelet 5.3.6.1 er det vist hvordan volatiliteten til forwardpriser og hastigheten til
mean reversion er estimert. Som forklart ble det for de utvalgte handledagene regnet
ut ulike volatiliteter for ulik tid til levering, og figur 5.3 viser disse volatilitetene.
Kurven gir et bilde av volatiliteten til handledagene fra 01.10.01 til 01.10.02. Disse
tidene til levering er representert av x-aksen i figur 5.3, ik at volatiliteten pa y-aksen

gjelder generelt for en gitt avstand i tid til levering.

Disse volatilitetene dannet videre grunnlaget for & regne ut en gjennomsnittlig
volatilitet, o, for alle forwardpriser, som har blitt brukt til & generere fremtidige
spotpriser i treet. Verdien pd denne parameteren har blitt estimert til 0.39 og
hastigheten til mean reversion ble estimert til 0.40.

Generelt for volatiliteten i figur 5.3 gjelder at denne synker med tiden til levering, T,
som teoretisk antatt. Den beregnede volatilitetskurven avviker likevel tallmessig fra
den antatte teoretiske volatiliteten vist som en eksponentialfunksion i figur 5.3. Dette

vil bli nearmere evaluert under kapittel 5.7 om feilkilder.
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| 526.57] [492.68|
Forventet spotpris
| 491.85] [434.53] |406.56|
| 448.68] [405.87] [358.57| |335.49]
| 354.88] [370.25] |334.93] |[295.89] |[276.85]
[276.71] [292.84] [305.53] |276.38] [244.17] [228.45]
[223.10] [228.34] [241.65] [252.12] [228.07] [201.49] [188.52]
|172.75] |184.10] [188.42] [199.41] [208.05] |[188.20] |166.27] |155.57|
[151.92] |155.49] [164.55] [171.68] |155.30] [137.20] [128.37]
[128.31] [135.79] [14167] |128.16] [113.22] [105.93]
[112.05] [116.91] [105.75] | 93.43] | 87.42]
| 96.47) | 87.27] | 77.10] [ 72.14]
| 72.01] | 63.62] | 59.53|
| 52.50] | 49.12]
i 0 1 2 3 4 5 6 7
Forwardpriser for 03.10.01
[172.75] [185.24] [190.68] [202.89] [212.75] [193.36] [171.58] [ 161.2]
Forventet spotpris
[172.75] [185.24] [190.68] [202.89] [212.75] [193.36] [171.58] [ 161.2]

Figur 5.4: Forventet spotpris generert i treet

Figur 5.4 viser det genererte treet med forventede spotpriser (forwardpriser) angitt i

hver node. Prisene pa niva j viser at spotprisen vil gke frem til tidspunkt i=4, og

deretter synke til i=7. Dette er i trad med forwardprisene observert i markedet, da

disse synker etter vinterhalvaret grunnet lavere etterspersel og starre produksjon og

tilsig. Variagonen i de forventede spotpriser viser ogsa at det er et sesongbasert

menster, som forklart i kapittel 3.

Deto nederste linjenei figur 5.4 viser de gitte forwardprisene som brukes som input i

treet og den forventede spotprisen i treet for hver periode. Prisrekken for forventet

spotpris er beregnet ved 3, for hvert tidspunkt, i, multiplisere samtlige av spotprisene
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pa dette tidspunktet med tilhgrende betinget sannsynlighet. Da disse to prisrekkene er
like, viser det at det er konsistens i treet og at spotprisene i treet er korrekt i henhold

til metoden som benyttes for & beregne disse.

400
350
300 1 — Stier j'=3
250 - —— Stier j’=0
200 _ St?er j.:-3
\ Ulik t =3
150 — Ulik t =0
100 —Uliktj=-3
50
0
3 4 5 6 7
——Stier =3 |354.876| 365.56 |327.634|284.978|263.437
——Stier =0 | 202.89 | 212.75 | 193.36 | 171.58 | 161.20
Stier j=-3 | 112.05 | 119.88 | 111.08 | 100.42 | 96.06
Ulik t =3 |354.876| 365.56 |325.401|283.498|262.675
—Uliktj=0 | 202.89 | 212.75 | 195.66 | 177.83 | 173.27
—Ulik t =-3 |112.054|119.875|114.338/108.906|112.066

Tidspunkt i

Figur 5.5: Forventet spotpris

Denne figuren viser seks ulike kurver, forklart i teksten til hayre for figur 5.5. De to
midterste kurvene gjengir forventet verdi for de fremtidige tidspunktene i, og kurvene
som ligger ytterst viser forventet verdi av node j=3 og j=-3, da dette sier noe om hvor

ekstreme den forventede spotprisen kan bli.

Generelt for kurvene gjelder at forventede spotpriser stiger frem til tidspunkt i=4 og
deretter faller frem til analyseperiodens dlutt. Dette er konsistent med prisene i
markedet. Opptreden til kurvene er ogsa i trad med teorien, forklart i kapitel 3, som
Ser at det er starre sannsynlighet for hgye ekstremverdier enn lave. Dette vises ved at
de gverste kurvene har sterre avstand til de midtre kurvene enn de laveste.
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Tabell 5.1: Opsjonspriser framodeller og marked (c = pris pacall, p = pris pa put)

Stier Ulik tid
Strike Modell C |Marked C |Feil i % Modell C |Marked C [Feili %
180 17.41 18.5 -5.90 20.10 18.5 8.64
185 13.80 15.7 -12.09 16.49 15.7 5.04
190 12.11 13.18 -8.09 12.97 13.18 -1.61
195 10.64 11 -3.31 11.49 11 4.44
200 9.16 9.1 0.63 10.01 9.1 10.01
210 6.20 6.05 2.50 7.05 6.05 16.60
220 3.24 3.9 -16.80 4,10 3.9 5.07
230 2.16 2.45 -11.81 2.24 2.45 -8.62
240 1.62 1.5 7.73 1.69 1.5 12.94
Strike Modell P Marked P |Feil i % Modell P Marked P |Feil i %
180 8.91 7.85 13.49 7.41 7.85 -5.66
185 10.39 10 3.87 8.88 10 -11.16
190 13.79 12.44 10.82 10.45 12.44 -16.03
195 17.39 15.2 14.42 14.05 15.2 -7.55
200 21.00 18.2 15.38 17.66 18.2 -2.97
210 28.21 25.05 12.63 24.87 25.05 -0.70
220 35.43 32.8 8.01 32.09 32.8 -2.17
230 4451 41.2 8.04 40.40 41.2 -1.94
240 54.14 50.1 8.06 50.03 50.1 -0.15

Prisene som fremkommer i tabell 5.1 er hentet fra regnearket ”"Opsjonspriser”, og
viser hvor mye de estimerte opsjonsprisene viker fra priser hentet pa Nord Pool for
samme analysedato. Den gir derfor et bilde pa hvor representativ modellen er. For
kunne si at modellen er representativ for markedet generelt burde flere anaysedager
vaat testet ut. Som nevnt tidligere er hovedhensikten med dette prosjektet a laae og
prise derivater, og derfor er det kun tatt utgangspunkt i én analysedato for a teste

modellen.

5.6.1 Markedspriser vs priser fra stiavhengig metode

Ved & sammenligne markedsprisene pa opsjoner med prisene der sti-metoden er brukt,
er det et lite avvik. For prisene pa call opsioner er avviket mellom 8 og —17%, og
disse ekstremverdiene oppstar med strike henholdsvis lik 240 og 220 kr.

For put er avviket mellom modellpris og markedsverdi ogsa tydelig. Samtlige avvik er
positive, dvs at modellprisene er hgyere enn markedsprisene. Opgjonsprisen med

hoyest feilrate oppstar med strikeprisen 200 kroner.
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Siden denne metoden bygger pa betingede sannsynligheter, finnes det en mulighet for
afa priser som samsvarer totalt med prisene pa Nord Pool. Det er kjent at Nord Pool
benytter Black76 og ved a sette hastigheten til mean reversion lik null, vil
prisprosessen i modellen til Clewlow og Strickland (1999) sammenfalle med GBM,
som gjelder for Black76, jfr kapittel 4 og 5.2.1. Det vil s at hvis det i denne oppgaven
hadde blitt benyttet en volatilitet og en rentefaktor som var i samsvar med de som blir
benyttet pa Nord Pool, skulle opsjonsprisene basert pa den stiavhengige metoden blitt

identiske med markedsprisene hvis hastigheten til mean reversion, a, settes lik null.

5.6.2 Markedspriser vs priser fra ulik At-metode

Opgjonsprisene som fremkommer ved bruk av ulik At-metoden avviker noe fra
markedsverdiene. Prisene pa call opsoner varierer fra & overstige markedsprisene
med 17% til & ligge under markedsverdiene med 9%. Prisene for put opsoner har
tendenstil &ligge under markedsprisene, med variasion fra 0-16%.

5.6.3 Sammenligning av metodene til & finne forwardpriser

De to metodene som er brukt til & finne forwardpriser har generert noe forskjellige
resultater. Ut i fratabell 5.1 kan det derfor ikke trekkes den slutningen at resultater fra
den ene metoden generelt gir mer like verdier med markedspriser for 03.10.01 enn

den andre.

5.7 Feilkilder og kritikk av metode

5.7.1 Feilkilder
| dette kapitlet vil det bli dreftet arsaker til mulige feil som bade kan skyldes
datagrunnlaget og utregning.

5.7.1.1 Volatiliteten, ¢, og faktoren for mean reversion, o

Forwardkurvene og de tilhgrende prisrekkene som ligger til grunn for beregning av
volatiliteten og hastigheten til mean reversion er mulige feilkilder. Prisene som finnes
i kurvene har blitt estimert ut fra prisblokker og kurvene har blitt gjort glatte for & fa
en kontinuerlig kurve. Det er dermed en viss usikkerhet i maten disse blokkene har

blitt behandlet pa, og i hvilken grad denne kurven reflekterer prisene pa en god méte.

Ved & bruke den naturlige logaritmen til volatilitetene, skal en lineas kurve

fremkomme, se kap 5.2.2 0og 5.3.6.1. Ut i frade oppgitte prisene ble det, i denne
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rapporten, estimert verdier som ikke samsvarte med dettei saalig god grad.
Regresjonsanal ysen som ble gjennomfert i Excel har en R-verdi lik 0.88 og denne
verdien sier noe om hvor god regresionen har vaat. Her betyr det at punktene ikke

ligger spesielt naat til den estimerte lineaare kurven.

Utvalget av tidsavstanden fra handledato til levering er tilfeldig valgt, som forklart i
kapitel 5.3.6.1. Denne utvelgelsen kan likevel vaare skjev, dik at den totalt
fremkomne volatiliteten blir pavirket og gir en feil verdi. | tillegg kan antallet av disse
punktene vaare for fa (her kun 11), slik at de ikke gir et godt og reelt bilde av den
virkelige volatiliteten. For a velge ut tider til levering kunne det ogsa ha blitt brukt
metoden til Koekebakker og Ollmar (2001), da disse tar utgangspunkt i tider til
levering som er i samsvar med markedet. Denne metoden kunne muligens ha gitt

verdier som var bedrei samsvar med teorien.

Dessuten ble det bevisst hoppet over enkelte tider til levering, da disse ga svaat store
volatiliteter. De gjorde den linesare regresjonsanalysen svaat darlig og hadde stor
innvirkning pa den fremkomne gjennomsnittlige volatiliteten. Disse verdiene kunne
likevel vaat korrekte og skulle vaart tatt med i beregningen.

Nér det gjelder handledager er det i dette prosjektet valgt ut 53 (én per uke) og det er
ogsamulig at dette antallet er for snevert for a gi et godt bilde av volatiliteten.
Dessuten ble det i prosessen for utvelgelsen av disse valgt bort og byttet ut enkelte
dager, da disse viste resultater og priser som intuitivt virket lite sannsynlige.
Muligheten finnes for at disse prisene likevel skulle vaat tatt med og var korrekte.
Dette kunne medfert endring i volatiliteten i stor grad.

Det finnes to muligheter for & estimere volatiliteten og hastigheten pa mean reversion.
Det kan enten beregnes ut i fra historiske priser, eller av markedspriser pa opsjoner.
Det er i denne rapporten tatt utgangspunkt i historiske priser og det er en mulighet at
den andre metoden vill gitt et resultat som ville vaat i bedre samsvar med de virkelige
verdiene. Av den nevnte grunn kan derfor volatiliteten og hastigheten til mean

reversion vaare noe feilaktige.
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Volatiliteten og hastigheten for mean reversion er i dette prosjektet antatt a veae
konstant over hele tidsperioden. Det kan fastslds & vaare feilaktig, da disse faktorene
mest sannsynlig er tidsavhengige, som forklart i kapittel 3.

5.7.1.2  PrisenepaNord Pool 03.10.01

Det er i dette progektet bare tatt utgangspunkt i én analysedag, dvs 03.10.01, og alle
input-data fra Nord Pool er hentet fra denne dagen. Nord Pool skal vaae en ngytral og
effektiv bers, men det finnes ingen garanti at for at frekvensen pa handel denne dagen
var generelt som en annen handledag. Dette kan fare til uoverenstemmelse mellom
spot-, forward- og opsjonspriser, slik at prisene som her brukes & sammenligne med
kan vaae noe feilaktige. Pa en annen side sier effisient markeds hypotesen at prisene
til enhver tid gjenspeiler markedet pa en riktig méte, sik at slike tilfeller ikke kan

inntreffe.

Nord Pool er dessuten ikke et like likvid marked for handel for opsjoner sett i forhold
til opsonsmarkedet pa OTC. N& det sammenlignes med markedsverdier, kunne
sammenligningsgrunnlaget i stedet veat priser pa OTC-markedet. Dette ble ikke gjort
da progjektdeltagerne ikke har hatt tilgang til slik informasjon.

5713 Feliformler

| lgpet av prosektperioden har en mengde formler og likninger blitt manuelt skrevet
inn i regnearkprogrammet Excel. Det kan derfor ikke garanteres at ingen av disse
formlene inneholder feil eller mangler. Dette kan ha &rsak i menneskelig svikt, og kan

ha starre eller mindre konsekvenser for resultatet som har fremkommet.

5714  Feiliutfert metode

Deler av metodene som er beskrevet i kapittel 6 kan inneholde mangler eller feil som
pros ektdeltagerne har sett over eller glemt. Noen av metodene har blitt dannet ut av
diskusjon, preving og feiling og siden modellene er laget av deltagerne selv, kan de
vage spesielt utsatt for feil og logiske brister.

5.7.1.5 Tid mellom levering og utlgpstid for opsjon

Forfall pa standardiserte opgoner med forward for Vinter 1 som underliggende er
torsdag 20.desember. Det betyr at det er ti dager mellom denne opsjonens forfall og
start pa levering. Det er i denne oppgaven sett bort i fra disse ti dagene. Dette gir en
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feil ved utregning av opsonsprisene, da tilstandsprisene som er brukt er referert til
01.01.02 i stedet for 20.12.01.

Fordi perioden frem til innlgsningstidspunktet er kortere enn til leveringstidspunktet,
skulle felgelig diskoteringsfaktoren i tilstandsprisen vaat mindre og gitt en hgyere
tilstandspris. Dette hadde resultert i noe hgyere opsjonspriser for modellen.

5.7.1.6 Felidenriskongytralerentenr

Den risikongytrale renten, r, er antatt & holde seg konstant lik NIBOR-renten for
01.10.01, i hele perioden. Dette er ikke spesielt trolig, da renten i & 2001 har variert
mellom 7.1% og 7.5 % og for & 2000 varierte renten mellom 5.9% og 7.4% (Ssb,
2001). Det kan derfor das fast at denne konstante rentesatsen muligens har fert til at

de estimerte opsjonsprisene ikke sammenfalt med markedsprisene.

5.7.1.7 Valgav deninitielleforwardprisen

Treet som er generert har tatt utgangspunkt i en gitt forwardkurve. Denne
forwardkurven ga ikke informasjon om prisen pa analysedatoen. Siden forwardprisen
pa anal ysedatoen teoretisk sett faller sammen med spotprisen, kunne spotprisen blitt
brukt som initiell verdi. Det ble likevel valgt a bruke et gjennomsnitt av de syv ferste
forwardprisene i kurven, da spotprisen for denne dagen kan inneholde stgy i form av

f.eks lite/mye handel pa denne dagen.

5.7.2 Kritikk av metode

5.7.2.1  Kritikk av den valgte metode

Modellen som ligger til grunn for tregenereringen er en enfaktormodell, og tar derfor
ikke hensyn til usikkerhet i likevektsnivaet prisene faller tilbake til ved mean
reversion og heller ikke at det ikke er korrelagon i forwardpriser med ulik tid til
levering. For a ta hensyn til disse egenskapene skulle det vaat brukt en
tofaktormodell.

Metoden til Clewlow og Strickland (1999) antar tidsuavhengig volatilitet, selv om
dette er noe feilaktig. | kapitel 3 beskrives det at mest sannsynlig er volatiliteten
tidsavhengig.
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Historiske spotpriser viser at det er en viss sannsynlighet for at sprang i priser kan
inntreffe. Denne modellen ser bort i fra denne egenskapen til stramprisene og dette er
derfor en svakhet med modellen.

Driftsleddet, w(t), i modellen er varierende med tiden og slik blir sesongeffekten til
prisene pa stram tatt hensyn til i den underliggende prismodellen. Dette gjer dermed
at modellen involverer deterministiske ledd og dette er en styrke ved modellen. En
annen styrke med modellen er at den tar hensyn til mean reversion, dik at
tregenereringen blir mer realistisk i forhold til & bruke GBM eller andre metoder som

gjelder for akgepriser.

Forskjellen pa forwards og futures er ikke tatt hensyn til i denne oppgaven. Ut i fra
treet er det beregnet forwardpriser og opsionspriser med forwardkontrakt som
underliggende. Derimot er volatiliteten estimert pa bakgrunn av ukesbasert tid til
levering, som er en egenskap kun for futurekontrakter. Forwardkontrakter derimot,

har standardiserte dager hvor leveringen starter for lengre perioder.

Metodene som er brukt for & beregne forwardpris er ikke spesielt kompliserte. Disse
er basert pa prosjektdeltagernes kunnskap og tanker, og kan falgelig veare vanskelig &
forklare. Dette er arsaken til at enkelte avsnitt i kapitel 5 kan virke noe innviklede.

5.7.2.2  Alternative metoder for & prise derivater

| dag finnes det ikke omfattende teori om prising av kraftderivater. Det er derfor
vanskelig a foresla alternative metoder utenom Black76, som brukes pa Nord Pool for
prising av opsjoner. Modellen som er bygget i denne rapporten gir resultater som er i
noenlunde samsvar med markedsverdier. Innfgring av to stokastiske faktorer,
tidsavhengig volatilitet eller hensyn til ekstremverdier kan fere til at denne modellen

blir enda mer representativ for den virkelige prosessen til strempriser.
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6 Konklusjon

Denne prog ektoppgaven har gitt utfarerne en bred innsikt i oppbygning av
kraftmarkedet og den typen derivater som bli handlet der. Samtidig har deltakerne
gjennom utarbeidelsen av oppgaven fétt en bred kunnskap om hvilke saregenskaper
elektrisitet har og falgelig hvordan prisene pa elektrisitet og kraftderivater skiller seg i
forhold til priser i akgemarkedet.

Etter & ha utviklet en opsjonsprisingsmodell basert pa tregenerering, har deltakerne
fétt en forstaelse for hvordan prising av derivater kan gjares, i tillegg til & ha studert
de metodene som brukes pa Nord Pool. Dette har falgelig gitt en bred innsikt i selve

prosessen til strempriser, samt generering av priser innen finansiell handel.
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8 Vedlegg A: Utledning av implisert spotprisprosess

Det er gitt i likning 5.7 at forwardkurven tilfredsstiller

dF(t,T) _

o*e T Vdz(t)
F(t.T)

Denne lognormal e spesifikasjonen gir felgende | asning for forwardprisen:
F6.T)=FO.)* exp% éia(u:)z d +ia(u,T)dz(u)E

Siden spotprisen er gitt av forwardprisen ved a sette T=t, blir spotprisens prosess
St)= FLt)= FO.0)" exp% %i’a(u,T)zdu +J;’a(u,T)dz(u)E

Derivering gir:

Spesielt for enfaktormodellen til Clewlow og Strickland (1999) gjelder:
ot,T)=cee

do (t,T) L)
oT

La

dSS_(t(t)) = y(t )t + o, t)dz(t)

der
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_DInFOt) | yo(ut),  tolut), O
y(t)—E,T !a(u,t, P du+£ o dz(u)g

Det gir:

6InF(O,t) zt ~2a(t-u) ' —a(t-u)
yt)=——Z+a w2 (e du +a o & dz(u)
o | 1

fralikning 5.7 er det gitt at

t y
InS(t)=InF(0,t)- %J’az [e 2 t-vgy +J’a e dz(u)
0 0

som impliserer at

t |:| t |:|
afo 2 dz(u)= o GinSE)- InF(0,t)+ = o e 2t)gun
0 [ 24 U

Derfor er
t 0 t 0
y(t)= dInF.t) +a wzj’e‘z"“‘“)du —a[fAnsk)-InF(O,t)+ 1 qaz 2 gun
ot ) 5 2] 0

Med
J'e—Za(t—u)du :%h_e—zm]

far man ved a stokke om paleddenei likningen over

d;(t(t)) i 0. anr @)~ Ins)+ 2o et i)
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9 Vedlegg B: Utledning av forwardkurven pa
tidspunkt t

1! ‘ O
FGT)=F (O,T)Eéxpg—l [o &2 du + [o e dz(u)g likning B1
024 0 O
0g
t 2
J’az &gy = CZT_a e E(e‘z"t —1) likning B2
0

Likning 5.4 gir at

t t

s(t)=F(0,t)* exp% %J’aze‘z"“‘“)du +[o [é‘”(t‘”)dz(u)E likning B3
0 0

Siden

t 2

J}’a e dz(u)=In FS((()Q[)% % E[u— e‘z"‘] likning B4

Ved & substituere

t t e—aT t

o e dz(u) = [ore ™ dz(u)= — Jo e Vdz(u) likning B5

0 0 0

fralikningen B5 :

j’a e dz(u)=e-a(T —t)[ﬂn@%%%% -e] likning B6

Ved a substituere likning B5 og B2 inn likning B1 fremkommer:

pl-a(T-1)] 2
— S(t) D:T -aT (20t -aT _ 4ot g
F(sk)t,T)=F(@,T %—F(O’t)g expr—e ™ (e -1)(e -e )%

58



Prising av Kraftderivater SIS 1101

10 Vedlegg C: Bruk av Itos lemma
Med utgangspunkt i formelen

ds(t) _ BInF(0.t)

o’ O
so-F & +a(nF(0,)=InS(N) +--(L-e )%ﬂt + oulz(t)
som gir
ds(t) = E,ﬂ”;%(o't) [8(t) +a [S{)[InF(0,t) - InS(t)) + S(t)[—%z(l— e'Z“t)gjt + S(t) Cdz(t)
O O

skal en finne en likning uttrykt ved dx(t) der x(t) = In St).
Dette kan gjares ved a benytte Ito’s lemma (Hull, 2000).

Antaat verdien av en variabel x falger Ito-prosessen
dx = a(x, t)dt + b(x,t)dz

hvor dz er en Wiener prosess og aog b er funkgoner av x og t. X har en driftrate lik a

og envarianslik b. Itoslemma sier at

%G 0G 1 ﬁZG oG, [
dG = A+—+-— 2 Fit b
™ + + + % gjz

ot 2 ox?

G falger med det ogsa en Ito prosess og har en driftrate som vist inni parentesen i

likningen over. Variansen er faglgende lik leddet i hakeparentesi andre ledd.
Med prosessen

dS = u [Bdt + 0 [Bdz

hvor u og o konstant, er prosessen med Itoslemmamed G og S gitt av
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G 0G
dG = (B+——+
=

VeddsetteG=InS
Gir det:

Det gir videre:

2
EGQLGDTZ (B2 Hit +

2 0S°

SZ
anﬁa——ZEﬂJZEIHHbdz
S

med

_DInF(Ot)
a=g———>
o ot

b=o0o
Dette gir:

DInF(0,t
dx(t) = E,%

2

Sli—(;wusgjz

+a(nF(0,t) - x(t))+%(1—e‘2"‘) -%UZEOQ
0

+a(nF(0t) - x(t))+a—2(l—e'2”‘) —iaz%t + ouz(t)
4 2 0
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11 Vedlegg D: Utledning av endringsparameteren a;

Fralikning 5.22 er
P(0,iat)F (0,iat)= yQ, 3
J

y!

Ved & uttrykke spotprisen i form av Xx;; gir det:
PO.iA)FQint)=5 Q, @
]
= ZQLJ- Ba(x’ile +a,)
PO,iat)F0iat)=e* Yy Q ; &™
]

som gir

o = InPOIBOF©in)
H Zj Qi’jexyi'j H
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12 Vedlegg E: Forklaring av regnearkene

E.1 Opsjonspriser

Regnearket " Opsjonspriser” bestar av ni ark (work sheets). Det er disse som skal
forklaresi dette vedlegget.

Sigma_alfa

Viser regresionsanal ysen som har fremkommet etter & ha beregnet volatiliteten til de
ulike tider til levering. For mer utregning av disse parameterne henvises til regnearket
"Volatilitet”.

Forwardpriser_03.10.01

Verdiene som fremkommer i dette arket er forwardpriser som har fremkommet av
forwardkurven som er gjort glatte av Stein-Erik Fleten. De bakenforliggende verdiene
for den glattede forwardkurven er hentet fra Nord Pool.

Forwardkurvene vare
Viser en kurve som blir benyttet i hoveddokumentet. Kurven viser

forventningsverdien for nodenej=3, j=0 og j=-3.

Opsgonspriser_Nord Pool
Dette er opsjonspriser som er hentet fra Nord Pool pa 03.10.01 og brukes som
markedsverdier og sammenligningsgrunnlag for prisene som er beregnet ut av

modellen.

Initielt_tre
Viser treet bade med initiell X' og endret x. De fargede boksene angir sannsynligheter
for akommeinn i nodene disse stér til venstre for. Forklaring av de ulike verdienei

nodene er forklart i arket.

Beregning_Stier
Viser utregning av metoden forklart i kap. 5.4.1.
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Beregning_Ulik_t
Viser utregning av metoden forklart i 5.4.2

Opsgonspriser_Stier
Det er i dette kapitlet hovedresultatene fremkommer. Her beregnes opsjonsprisene pa
bakgrunn av den sti-avhengige-metoden ved hjelp av prosedyren gitt i kap 5.5.

Opgonspriser_Ulik_t
Dette arket inneholder tilsvarende som Opsjonspriser_Stier, men tar i stedet

utgangspunkt i ulik At-metoden.

E.2 Volatilitet

Beregning
Det er her beregning av volatiliteten i ulike tider til levering blir gjort i henhold til
kapitel 5.3.6.1. Alle vannrette prisrekker representerer en konstant tid til levering og

volatiliteten per prisrekke er en input-verdi for regresonsanal ysen.

Regresjonsanalyse
Viser Excels egne beregninger for & finne en linesar funksjon som passer til
logaritmen til volatiliteten som er fremkommet i regnearket " Beregning’”.

Input_regregon
Figuren som brukesi teksten til avise de ulike volatilitetene i sammenheng med dens
tilhgrende tid til levering blir laget, samt en antatt teoretisk volatilitetskurve.
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